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10 êëàññ
10.1. Íà ñòîðîíå BC ïàðàëëåëîãðàììà ABCD îòìå÷åíû òî÷êè E è

F , ïðè÷�åì E ëåæèò ìåæäó B è F . Äèàãîíàëè AC è BD ïåðå-

ñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ïðÿìûå AE è DF êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà AOD. Äîêàæèòå, ÷òî îíè êàñà-

þòñÿ è îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà EOF .
(À. Êóçíåöîâ)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü (XY Z) îêðóæíîñòü,
îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà XY Z.

Èç êàñàíèÿ îêðóæíîñòè (AOD) è ïðÿìîé AE èìååì

∠EAO = ∠ADO, à èç ïàðàëëåëüíîñòè BC ‖ AD èìååì ∠EBO =
= ∠ADO (ñì. ðèñ. 2). Òàêèì îáðàçîì, ∠EAO = ∠EBO, ñëå-
äîâàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê ABEO âïèñàííûé. Àíàëîãè÷íî

CFOD âïèñàííûé.

Îòñþäà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíîñòè AB ‖ CD, ïî-
ëó÷àåì: ∠OFE = ∠ODC = ∠OBA = ∠OEA. Íî èç ðàâåíñòâà

∠OFE = ∠OEA ñëåäóåò êàñàíèå îêðóæíîñòè (EOF ) è ïðÿìîé

AE. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì êàñàíèå îêðóæíîñòè (EOF ) è ïðÿ-
ìîé DF .
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Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Âòîðîå ðåøåíèå. ×åòûð�åõóãîëüíèê AEFD ñèììåòðè÷åí

îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AD, ïîýòîìó ëè-

íèÿ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé (AOD) è (EOF ) � ýòî ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD (ñì. ðèñ. 3). Òîãäà ðàäèêàëüíàÿ îñüm ýòèõ

îêðóæíîñòåé ïàðàëëåëüíà AD è ïðîõîäèò ÷åðåç O. Òàê êàê O
ðàâíîóäàëåíà îò AD è BC, òî m � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè

AEFD, â ÷àñòíîñòè, m ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíóM îòðåçêà AE.
Çíà÷èò, ñòåïåíè M îòíîñèòåëüíî (AOD) è (EOF ) ðàâíû,
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ò.å. MA2 =ME ·ME′, ãäå E′ � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AE è

(EOF ). Òàê êàê MA = ME, ïîëó÷àåì E′ = E, îòêóäà ñëåäóåò
êàñàíèå îêðóæíîñòè (EOF ) è ïðÿìîé AE. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàåì êàñàíèå îêðóæíîñòè (EOF ) è ïðÿìîé DF .

10.2. Íàéäèòå âñå íàáîðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , x20 òàêèå,

÷òî

x2i+2 = ÍÎÊ(xi+1, xi) +ÍÎÊ(xi, xi−1)
ïðè i = 1, 2, . . . , 20, ãäå x0 = x20, x21 = x1, x22 = x2. (Ï. Êîçëîâ)

Îòâåò. x1 = x2 = . . . = x20 = 2.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå xi áîëüøå 1, à òàêæå

x2i+2 äåëèòñÿ íà xi ïðè i = 1, 2, . . . , 20 (çäåñü è äàëåå xj+20 =
= xj = xj−20 äëÿ j = 1, . . . , 20).

Ïóñòü xk � íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x1, . . . , x20, à p � ïðî-

ñòîé äåëèòåëü ÷èñëà xk−5. Ïîñêîëüêó x2k−3 äåëèòñÿ íà xk−5,

à x2k−1 äåëèòñÿ íà xk−3, òî xk−3 è xk−1 äåëÿòñÿ íà p. À òîãäà

è ÍÎÊ(xk−5, xk−4), è ÍÎÊ(xk−4, xk−3) äåëÿòñÿ íà p, ïîýòîìó
x2k−2 äåëèòñÿ íà p. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà xk−3, xk−2, xk−1 âñå

äåëÿòñÿ íà p, ïîýòîìó èõ ïîïàðíûå ÍÎÄû íå ìåíüøå p. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

x2k = ÍÎÊ(xk−1, xk−2) +ÍÎÊ(xk−2, xk−3) =

=
xk−1xk−2

ÍÎÄ(xk−1, xk−2)
+

xk−2xk−3
ÍÎÄ(xk−2, xk−3)

6

6
xk−1xk−2

p
+
xk−2xk−3

p
6

2x2k
p

.

Ïîñêîëüêó p > 2, òàêàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà p = 2 è âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â

ðàâåíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, xk−2 = xk−1 = xk è ÍÎÄ(xk−2, xk−1) =
= p = 2. Çíà÷èò, xk = 2, à òîãäà è âñå xi ðàâíû 2 (ïîñêîëüêó xk
íàèáîëüøåå èç íèõ, è âñå ýòè ÷èñëà áîëüøå 1).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íàáîð x1 = x2 = . . . = x20 = 2
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

10.3. Â ñòðàíå N ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñâÿçàíû äâóñòî-

ðîííèìè àâèàëèíèÿìè, êàæäàÿ ïàðà íå áîëåå, ÷åì îäíîé. Êàæ-

äàÿ àâèàëèíèÿ ïðèíàäëåæèò îäíîé èç k êîìïàíèé. Îêàçàëîñü,

÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïîïàñòü â ëþáîé äðóãîé (âîçìîæ-

íî, ñ ïåðåñàäêàìè), íî ïðè çàêðûòèè âñåõ àâèàëèíèé ëþáîé èç
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êîìïàíèé ýòî ñâîéñòâî íàðóøàåòñÿ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷å-

ñòâî àâèàëèíèé (ïðè ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ N è k) ìîãëî áûòü
â ýòîé ñòðàíå? (Ñ. Áåðëîâ, Í. Âëàñîâà)

Îòâåò. Êîíñòðóêöèÿ âîçìîæíà òîëüêî ïðè k < N , è òîãäà

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð ðàâíî C2
N − C

2
k .

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû�

ýòî ãîðîäà, ðåáðà � àâèàëèíèè, ïðè÷åì ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå

àâèàëèíèÿì i-îé êîìïàíèè, ïîêðàøåíû â i-é öâåò.
Ïðèìåð. Ïóñòü â ãðàôå âåðøèíû v1, . . . , vk íå ñìåæíû äðóã

ñ äðóãîì, è èç âåðøèíû vi âåäóò ðåáðà öâåòà i âî âñå âåðøèíû
ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè k. Âñå ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè ñ íîìå-

ðàìè, áîëüøèìè k, ïðèñóòñòâóþò è ïîêðàøåíû ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óäàëåíèè ðåáåð öâåòà i èç âåðøèíû
vi íåëüçÿ äîáðàòüñÿ äî îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà, à èçíà÷àëüíûé
ãðàô ñâÿçåí.

Îöåíêà. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî â ãðàôå îòñóòñòâóåò
õîòÿ áû C2

k ðåáåð; èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî k < N , èáî èíà÷å ðåáåð

áû íå áûëî, è ãðàô íå áûë áû ñâÿçíûì. Áàçà ïðè k = 1 î÷åâèäíà.
Ïåðåõîä: (k−1(7→ k. Ðàññìîòðèì âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

k-ãî öâåòà. Èõ õîòÿ áû k, èíà÷å ìîæíî, äîáàâëÿÿ öâåòà, êàæäûé
ðàç óìåíüøàòü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò õîòÿ áû íà 1 (åñëè ïðè

äîáàâëåíèè öâåòà êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò íå óìåíüøèëîñü, òî ïðè

óäàëåíèè èç èñõîäíîãî ãðàôà ðåáåð ýòîãî öâåòà ãðàô îñòàåòñÿ

ñâÿçíûì). Òîãäà (k − 1)-é öâåò óæå ñäåëàåò ãðàô ñâÿçíûì.

Ñòÿíåì êàæäóþ êîìïîíåíòó k-ãî öâåòà â âåðøèíó (òî åñòü

ñîïîñòàâèì êàæäîé êîìïîíåíòå âåðøèíó íîâîãî ãðàôà, ïðîâåäÿ

ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàêèå-òî

âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò áûëè ñâÿçàíû ðåáðîì; åñ-

ëè ìåæäó äâóìÿ êîìïîíåíòàìè áûëè ðåáðà íåñêîëüêèõ öâåòîâ,

îñòàâèì îäèí). Ïîëó÷åííûé ãðàô óäîâëåòâîðÿåò èíäóêöèîííî-

ìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïîýòîìó â íåì îòñóòñòâóåò õîòÿ áû C2
k−1 ðå-

áåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ õîòÿ áû òîìó æå êîëè÷åñòâó â èñõîäíîì

ãðàôå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âûêèíóòü âñå ðåáðà k-ãî öâåòà, õîòÿ
áû îäíà èç åãî êîìïîíåíò, ïóñòü C, äîëæíà ðàçáèòüñÿ íà äâå.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ëþáóþ äðóãóþ êîìïîíåíòó D íåò ðåáåð õîòÿ

áû îò îäíîé èç ÷àñòåé C. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà â ãðàôå îòñóò-
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ñòâóþò åù�å õîòÿ áû k − 1 ð�åáåð, íå ó÷ò�åííûõ ðàíåå. Åñëè îò

êîìïîíåíòû D íåò ð�åáåð â îáå ÷àñòè C, òî ýòî îçíà÷àåò îòñóò-
ñòâèå õîòÿ áû äâóõ ð�åáåð, à äî ýòîãî ìû ó÷ëè òîëüêî îäíî. Åñëè

îò êîìïîíåíòû D åñòü ðåáðî ê îäíîé èç ÷àñòåé C, òî â ãðàôå èç
ñòÿíóòûõ âåðøèí-êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû áû-

ëè ñîåäèíåíû, íî íà ñàìîì äåëå îäíîãî ðåáðà â èñõîäíîì ãðà-

ôå íåò. Èòàê, çà ñ÷�åò êàæäîé êîìïîíåíòû, îòëè÷íîé îò C, ìû
äîëæíû ó÷åñòü îòñóòñòâèå åù�å õîòÿ áû îäíîãî ðåáðà. Çíà÷èò,

åù�å ìèíèìóì k − 1 ðåáðî îòñóòñòâóåò, è âñåãî îòñóòñòâóþùèõ

ðåáåð õîòÿ áû C2
k−1 + (k − 1) = C2

k , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèâåä�åì äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòü îöåí-

êó; ìû èñïîëüçóåì òåðìèíîëîãèþ, ââåä�åííóþ â íà÷àëå ïåðâîãî

ðåøåíèÿ.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû êîìïàíèé (i, j) íàé-
äóòñÿ äâå âåðøèíû A,B, ëþáîé ïóòü ìåæäó êîòîðûìè ñîäåðæèò
ðåáðà îáåèõ êîìïàíèé i è j. Ïóñòü ïðè óäàëåíèè êîìïàíèè i âåð-
øèíû ðàñïàäàþòñÿ íà äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà Ui è Vi, ìåæäó
êîòîðûìè íåò ðåáåð, à ïðè óäàëåíèè êîìïàíèè j � íà ìíîæå-

ñòâà Uj è Vj . Åñëè ìíîæåñòâà Ui ∩Uj è Vi ∩ Vj îáà íåïóñòûå, òî
ìîæíî âçÿòü A ∈ Ui∩Uj è B ∈ Vi∩Vj . Èíà÷å, ìíîæåñòâà Ui∩Vj
è Vi ∩Uj îáà íåïóñòûå, è ìîæíî âçÿòü A ∈ Ui ∩Vj è B ∈ Vi ∩Uj .

ßñíî, ÷òî A è B ïîäõîäÿò è ÷òî ìåæäó íèìè íåò ðåáðà.

Äëÿ êàæäîé ïàðû êîìïàíèé (i, j) âûáåðåì A è B òàê, ÷òî

ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè (òî åñòü äëèíà ïóòè ïî ðåáðàì èñõîäíî-

ãî ãðàôà) ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ðàç-

íûì ïàðàì êîìïàíèé ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ïàðû (A,B), òî ìû
ïîëó÷èì, ÷òî îòñóòñòâóþùèõ ðåáåð íå ìåíüøå, ÷åì ïàð êîìïà-

íèé, ÷òî è äàñò òðåáóåìóþ îöåíêó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà (A,B) ñîîòâåòñòâóåò äâóì ðàçíûì

ïàðàì êîìïàíèé � (1, 2) è åùå îäíîé (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-

ñòè, ëèáî (1, 3), ëèáî (3, 4)). Ïóñòü A = A0, A1, . . . , An−1, An = B
� îäèí èç êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó A è B, n > 2. Åñëè ðåáðî

A0A1 ïðèíàäëåæèò íå êîìïàíèÿì 1 èëè 2, òî ëþáîé ïóòü ìåæ-

äó A1 è An ñîäåðæèò ðåáðà êîìïàíèé 1 è 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ìèíèìàëüíîñòè ðàññòîÿíèÿ äëÿ ïàðû (A,B). Àíàëîãè÷íî, ðåáðî
An−1An ïðèíàäëåæèò îäíîé èç êîìïàíèé 1 èëè 2.

Çíà÷èò, ïàðà (A,B) íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïàðå êîìïà-
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íèé (3, 4). Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (A,B) ñîîòâåòñòâóåò ïàðå êîì-
ïàíèé (1, 3), è ðåáðà A0A1 è An−1An îáà ïðèíàäëåæàò êîìïà-

íèè 1. Òîãäà ëþáîé ïóòü ìåæäó A0 è An−1, ëþáîé ïóòü ìåæäó

An−1 è A1 è ëþáîé ïóòü ìåæäó A1 è An ñîäåðæàò ðåáðà îáåèõ

êîìïàíèé 2 è 3. Èç ìèíèìàëüíîñòè ðàññòîÿíèÿ äëÿ ïàðû (A,B)
ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó A0 è An−1, ìåæäó An−1 è A1, à òàêæå ìåæ-

äó A1 è An ñóùåñòâóþò ïóòè, íå ñîäåðæàùèå ðåáåð êîìïàíèè 1.

Ñîåäèíÿÿ ýòè ïóòè, ïîëó÷àåì ïóòü (âîçìîæíî, ñ ïîâòîðÿþùè-

ìèñÿ âåðøèíàìè) îò A0 äî An, íå ñîäåðæàùèé ðåáåð êîìïàíèè

1. Ïðîòèâîðå÷èå.

10.4. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 4 è 2n + 4 êàðòî÷êè, ïðîíóìåðî-

âàííûå ÷èñëàìè 1, 2, . . . , 2n+4. Íà êàðòî÷êå ñ íîìåðîì m íàïè-

ñàíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî am, ïðè÷åì [am] = m. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî âûáðàòü 4 êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë íà ïåðâûõ

äâóõ êàðòî÷êàõ îòëè÷àëàñü îò ñóììû ÷èñåë íà äâóõ äðóãèõ êàð-

òî÷êàõ ìåíåå ÷åì íà 1
n−

√
n/2

. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì c = 1
n−

√
n/2

. Íàçîâåì ïàðó êàðòî-

÷åê íåóäà÷íîé, åñëè íàïèñàííûå íà íèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ìåíåå

÷åì íà c. Êàðòî÷êè â òàêîé ïàðå èìåþò ïîñëåäîâàòåëüíûå íî-

ìåðà, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëà íà íèõ îòëè÷àþòñÿ

áîëåå ÷åì íà 1, à c 6 1
2
ïðè n > 4. Åñëè êàðòî÷êà i ñîñòîèò â

äâóõ íåóäà÷íûõ ïàðàõ, òî ýòè ïàðû � (i−1, i) è (i, i+1). Â òàêîì

ñëó÷àå 1 < ai+1 − ai−1 = ai+1 − ai + ai − ai−1 6 2c 6 1, ïðî-
òèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ êàðòî÷êà ñîñòîèò ìàêñèìóì

â îäíîé íåóäà÷íîé ïàðå. Ïóñòü íàøëèñü äâå íåóäà÷íûå ïàðû:

(i, i+1) è (j, j+1). Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, âñå ýòè 4 êàðòî÷êè

ðàçëè÷íû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |ai + aj+1 − ai+1 − aj | = |(aj+1 −
− aj) − (ai+1 − ai)| 6 max(ai+1 − ai, aj+1 − aj) < c, è çàäà÷à

ðåøåíà. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî 0 < aj+1 − aj < c è
0 < ai+1−ai < c. Ïóñòü íåóäà÷íûõ ïàð êàðòî÷åê íå áîëåå îäíîé.
Åñëè íåóäà÷íàÿ ïàðà åñòü, ïóñòü ýòà ïàðà (T, T +1). Åñëè òàêèõ
ïàð íåò, ïîëîæèì T = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm ìíîæåñòâî ïàð êàðòî÷åê x < y ñ

ñóììîé íîìåðîâ x + y = m. Çàìåòèì, ÷òî |S2n+5| = n +
+ 2, |S2n+5−2s| = |S2n+5−2s+1| = n + 2 − s è |S2n+5+2s| =

11
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= |S2n+5+2s−1| = n + 2 − s ïðè 1 6 s 6 n. Ïîëîæèì S =
= S2n+5+2k ∪ S2n+5+2k−1 ∪ . . . ∪ S2n+5−2k, ÷èñëî k ìû ïîäáå-

ðåì ïîçæå. Òîãäà |S| = n+2+ 4(n+1+ n+ n− 1+ . . .+ n− k+
+ 2) = n+ 2 + 2k(2n− k + 3).

Ïóñòü â S äâå ïàðû âèäà (T, p) è (T + 1, p), çäåñü p ìîæåò
áûòü êàê áîëüøå T , òàê è ìåíüøå. Òîãäà T + p > 2n + 5 − 2k è
T+p+1 6 2n+5+2k. Çíà÷èò, 2n+5−2k−T 6 p 6 2n+4+2k−T , òî
åñòü p ìîæåò ïðèíèìàòü íå áîëåå 4k çíà÷åíèé. Äëÿ êàæäîãî èç
íèõ óäàëèì èç S êàðòî÷êó âèäà (T, p). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

ìíîæåñòâî S′, óäàëèâ èç S íå áîëåå 4k ïàð êàðòî÷åê. Çíà÷èò,

|S′| > n+ 2 + 2k(2n− k + 3)− 4k = n+ 2 + 2k(2n− k + 1).
Çàìåòèì, ÷òî ai + aj ∈ [i+ j, i+ j +2). Ïîñêîëüêó â êàæäîé

ïàðå èç S′ ñóììà íîìåðîâ êàðòî÷åê ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 2n+
+5−2k äî 2n+5+2k, òî ñóììà ÷èñåë íà êàðòî÷êàõ èç òàêèõ ïàð
ëåæèò â ïðîìåæóòêå [2n + 5 − 2k, 2n + 7 + 2k), äëèíà êîòîðîãî
ðàâíà 4k+2. Òîãäà ñóììû ÷èñåë â êàêèõ-òî äâóõ ïàðàõ êàðòî÷åê

(x, y), (z, t) ∈ S′ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà
4k + 2

|S′| − 1
=

4k + 2

2k(2n− k + 1) + n+ 1
.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì k ÷èñëî
2k(2n− k + 1) + n+ 1

4k + 2
áîëüøå n −

√
n/2. Ïðåîáðàçóåì ÷èñ-

ëèòåëü: 2k(2n − k + 1) + n + 1 = (2k + 1)(2n − k + 3
2
) − n − 1

2
.

Çíà÷èò,
2k(2n− k + 2) + n+ 1

4k + 2
= n+

3

4
− k

2
− n

4k + 2
− 1

8k + 4
.

Íàêîíåö, âûáåðåì ÷èñëî k êàê öåëîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà[√
n/2− 1

2
;
√
n/2 + 1

2

]
. Òîãäà 4k + 2 > 2

√
2n, ïîýòîìó

n+
3

4
− k

2
− n

4k + 2
− 1

8k + 4
>

> n+
3

4
−
√
n/2− 1

4
− 1

4
√
2n

> n−
√
n/2

ïðè n > 4.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñóììû âèäà ax + ay è az + at äëÿ

íåêîòîðûõ (x, y), (z, t) ∈ S′ îòëè÷àþòñÿ ìåíåå ÷åì íà c. Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè 4 êàðòî÷êè ðàçíûå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
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ïî ïîñòðîåíèþ S′ èìååì x 6= y è z 6= t. Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, x = z. Òîãäà |ay − at| < c, òî åñòü êàðòî÷êè y è

t îáðàçóþò íåóäà÷íóþ ïàðó. Çíà÷èò, ýòî êàðòî÷êè T è T + 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, (x, T ) ∈ S è (x, T + 1) ∈ S′, ïðîòèâîðå÷èå.

13



1

ВсОШ-2021 по математике. 10 класс, критерии
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Задача 10.1

[1 б.] Доказано равенство углов и (или аналогичное).∠𝑂𝐵𝐸 ∠𝑂𝐴𝐸

Задача 10.2

Частичные продвижения (не суммируются друг с другом):

[0 б.] Только ответ.
[1 б.] Доказано, что числа набора через одно имеют одни и те же простые делители.
[2 б.] Доказано, что все числа набора чётны.
[2 б.] Доказано, что у всех чисел набора один и тот же набор простых делителей.
[4 б.] Доказано, что все числа набора суть степени двойки.

Задача 10.3

[1 б.] Пример

Суммируется с баллами за оценку.

[−0 б.] За отсутствие проверки примера баллы не снижаются.

[6 б.] Оценка

Частичные продвижения (не суммируются друг с другом):

[1 б.] В индукционной оценке верно разобран случай, когда из висячей вершины остовного
дерева выходят рёбра хотя бы двух цветов.
[1 б.] Доказано, что компонент связности на рёбрах одного цвета хотя бы .𝑘

Во в целом верном решении снижаются баллы за различные недочеты:

[−1 б.] Не доказано, что ; проблемы с базой индукции; и другие мелкие неточности.𝑘 < 𝑁

Если в индукционном переходе допущена логическая ошибка — добавляется вершина или
не проверяется предположение (которое не верно) — то баллы за индуктивное рассуждение
не начисляются.

В отрыве от верного решения не оцениваются следующие продвижения:

[0 б.] Доказано, что .𝑘 < 𝑁
[0 б.] Доказано, что в остовном дереве все цвета присутствуют.
[0 б.] Попытка оценки количества непроведённых рёбер, при которой не проверяется, что
оцениваемые рёбра уникальны (т. е. рёбра могут считаться по несколько раз).
[0 б.] Идея сопоставлять каждой паре цветов непроведённое ребро.
[0 б.] Разбор отдельных случаев, в частности, базы индукции ( , ,𝑘 = 1 𝑘 = 2 𝑛 = 𝑘 + 1
и т. д.).
[0 б.] Сведение в индукционной оценке разбора случая, когда из висячей вершины остовного
дерева выходят рёбра одного цвета, к недоказанной лемме: степень этой висячей вершины
не меньше .𝑁 − 𝑘

Задача 10.4

Как и в решении, обозначим .𝑐 = 1
𝑛− 𝑛/2

Оцениваются следующие продвижения (не суммируются друг с другом):

[0 б.] Рассмотрены все суммы, указано, что они лежат в диапазоне .[2; 4𝑛 + 10]



2

[0 б.] Рассмотрены суммы с фиксированной суммой индексов , например,𝑎
𝑖
+ 𝑎

𝑗
𝑖 + 𝑗

.𝑖 + 𝑗 = 2𝑛 + 5
[1 б.] Полностью разобран случай двух «неудачных» пар, т. е. наличия двух индексов и𝑖 𝑗
таких, что и (включая случай ).𝑎

𝑖+1
− 𝑎

𝑖
< 𝑐 𝑎

𝑗+1
− 𝑎

𝑗
< 𝑐 |𝑖 − 𝑗| = 1

[1 б.] Рассмотрены суммы с суммой индексов в некотором небольшом𝑎
𝑖
+ 𝑎

𝑗
𝑖 + 𝑗

диапазоне, например, .2𝑛 + 1 ≤ 𝑖 + 𝑗 ≤ 2𝑛 + 9
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