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Ââåäåíèå

Ïîðÿäîê ïðîâåäåíèÿ, ìåòîäèêà è ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ
(ïðîâåðêè) ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå 2018�2019 ó÷åáíîãî ãîäà.

Ðåãèîíàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìà-
òåìàòèêå 2018�2019 ó÷åáíîãî ãîäà ïðîâîäèòñÿ ïî çàäàíèÿì, ïîäãîòîâ-
ëåííûì Öåíòðàëüíîé ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèåé, â åäèíûå
äëÿ âñåõ ñóáúåêòîâ ÐÔ ñðîêè: 1 ôåâðàëÿ 2019 ã. (I òóð) è 2 ôåâ-
ðàëÿ 2019 ã. (II òóð). Ðåãèîíàëüíûé ýòàï ïðîâîäèòñÿ ïî îòäåëüíûì
çàäàíèÿì äëÿ ó÷àùèõñÿ 9, 10 è 11 êëàññîâ.

Çàäàíèÿ äëÿ êàæäîãî êëàññà âêëþ÷àþò 10 çàäà÷� ïî 5 çàäà÷
â êàæäîì èç äâóõ äíåé (òóðîâ) Îëèìïèàäû (çàäà÷è 1�5 � I òóð, çà-
äà÷è 6�10 � II òóð). Ïðîäîëæèòåëüíîñòü êàæäîãî òóðà äëÿ êàæäîãî
êëàññà ñîñòàâëÿåò 4 àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âî âñåõ ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ðå-
ãèîíàëüíûé ýòàï ïðîâîäèòñÿ ïî îäíèì è òåì æå çàäàíèÿì, ïîäãî-
òîâëåííûì Öåíòðàëüíîé ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèåé, â öåëÿõ
ïðåäîòâðàùåíèÿ ïðåæäåâðåìåííîãî äîñòóïà ê òåêñòàì çàäàíèé ñî ñòî-
ðîíû ó÷àñòíèêîâ Îëèìïèàäû, à òàêæå èõ ó÷èòåëåé è íàñòàâíèêîâ,
âðåìÿ íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ òóðîâ â óñòàíîâëåííûå äàòû â êàæäîì
ñóáúåêòå ÐÔ äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ¾Âðåìåíí�ûìè
ðåãëàìåíòàìè ïðîâåäåíèÿ òóðîâ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà Âñåðîñ-
ñèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ â ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôå-
äåðàöèè â 2018�2019 ó÷åáíîì ãîäó¿ äëÿ ÷àñîâûõ ïîÿñîâ.

Ðàçáîð çàäà÷ â ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ãäå òóð îêàí-
÷èâàåòñÿ â 16.00 è 17.00 ïî ìåñòíîìó âðåìåíè, ïðîâîäÿòñÿ íå ðàíüøå,
÷åì íà ñëåäóþùèé äåíü ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âòîðîãî òóðà Îëèìïèàäû.

Ïîáåäèòåëè è ïðèç�åðû îëèìïèàäû îïðåäåëÿþòñÿ Ïîðÿäêîì ïðî-
âåäåíèÿ Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ è Òðåáîâàíèÿìè ê
ïðîâåäåíèþ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ ïî ìàòåìàòèêå â 2018�2019 ó÷åáíîì ãîäó.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0
äî 7. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ, êîòîðîå ìîæåò ïîëó÷èòü
ó÷àñòíèê, ðàâíî 70 (35 � I òóð, 35 � II òóð).

Çàäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ÿâëÿþòñÿ òâîð÷åñêèìè, äî-
ïóñêàþò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, íåîá-
õîäèìî îöåíèâàòü ÷àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ â çàäà÷àõ (íàïðèìåð, ðàç-
áîð âàæíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ,
íàõîæäåíèå ïðèìåðà è ò. ï.). Íàêîíåö, âîçìîæíû ëîãè÷åñêèå è àðèô-
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ìåòè÷åñêèå îøèáêè â ðåøåíèÿõ. Îêîí÷àòåëüíûå áàëëû ïî çàäà÷å
äîëæíû ó÷èòûâàòü âñ�å âûøåïåðå÷èñëåííîå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà ðàáîò îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

à) ëþáîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Íåäîïó-
ñòèìî ñíÿòèå áàëëîâ çà òî, ÷òî ðåøåíèå ñëèøêîì äëèííîå, èëè çà òî,
÷òî ðåøåíèå øêîëüíèêà îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåä�åííîãî â ìåòîäè÷åñêèõ
ðàçðàáîòêàõ;

á) íåäîïóñòèìî ñíÿòèå áàëëîâ â ðàáîòå çà íåàêêóðàòíîñòü çàïèñè
ðåøåíèé;

â) áàëëû íå âûñòàâëÿþòñÿ ¾çà ñòàðàíèå Ó÷àñòíèêà¿, â òîì ÷èñëå
çà çàïèñü â ðàáîòå áîëüøîãî ïî îáú�åìó òåêñòà, íå ñîäåðæàùåãî ïðî-
äâèæåíèé â ðåøåíèè çàäà÷è;

ã) ÷åðíîâèêè íå ïðîâåðÿþòñÿ.
Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ êà÷åñòâåííîé îöåíêè ðàáîò ó÷àñòíèêîâ,

íà èõ ïðîâåðêó âûäåëÿåòñÿ äî 7 äíåé.
Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îöåíêè ðàáîò ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû èç ðàç-

íûõ ðåãèîíîâ è ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ ïðè ýòîì îøèáîê, Öåíòðàëü-
íàÿ ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîìèññèÿ èìååò ïðàâî ïåðåïðîâåðêè
ðàáîò ó÷àñòíèêîâ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà. Â òî æå âðåìÿ ïðè ïðî-
âåðêå ðàáîò ðåãèîíàëüíîå æþðè èìååò ïðàâî çàäàâàòü âîïðîñû ïî
îöåíêå îòäåëüíûõ ðàáîò ó÷àñòíèêîâ ÷ëåíàì ÖÏÌÊ. Ñâîè âîïðî-
ñû ïðåäñåäàòåëè (èëè èõ çàìåñòèòåëè) ðåãèîíàëüíûõ ìåòîäè÷åñêèõ
êîìèññèé ñìîãóò ïðèñûëàòü, íà÷èíàÿ ñ 1 ôåâðàëÿ 2019, ïî àäðåñó
region.math@yandex.ru.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñïåöèàëüíûõ êðèòåðèåâ ïî çàäà÷å, å�å ðåøå-
íèå îöåíèâàåòñÿ ïî ïðèâåä�åííîé íèæå òàáëèöå (îòìåòèì, ÷òî äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ ðàçëè÷èé â îöåíêå áëèçêèõ ïðîäâèæåíèé ïî çàäà÷å â ðà-
áîòàõ ðàçíûõ ó÷àñòíèêîâ, òàáëèöà óïðîùåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðè-
âåä�åííîé â Òðåáîâàíèÿõ ïî ïðîâåäåíèþ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà).
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Áàëëû Ïðàâèëüíîñòü (îøèáî÷íîñòü) ðåøåíèÿ

7 Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå.

6�7 Âåðíîå ðåøåíèå. Èìåþòñÿ íåáîëüøèå íåäî÷�åòû (íå ëî-
ãè÷åñêèå), â öåëîì íå âëèÿþùèå íà ðåøåíèå.

äî 4 Â çàäà÷å òèïà ¾Îöåíêà+ïðèìåð¿ äîêàçàíà îöåíêà.

äî 3 Â çàäà÷å òèïà ¾Îöåíêà+ïðèìåð¿ ïîñòðîåí ïðèìåð.

äî 1 Ðàññìîòðåí âàæíûé ñëó÷àé ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ.

0 Àíàëèòè÷åñêîå (êîîðäèíàòíûì èëè âåêòîðíûì ìåòî-
äîì) ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è, íå äîâåä�åííîå äî
êîíöà.

0 Ðåøåíèå îòñóòñòâóåò. Ðåøåíèå íåâåðíîå, ïðîäâèæåíèÿ
îòñóòñòâóþò.

Íèæå ïðèâåäåíû îòâåòû è ðåøåíèÿ ê çàäà÷àì îëèìïèàäû. Â êîì-
ìåíòàðèÿõ ê çàäà÷àì óêàçàíû êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ (â áàëëàõ) íåêî-
òîðûõ ïðåäïîëàãàåìûõ îøèáîê è ÷àñòè÷íûõ ïðîäâèæåíèé. Çàìåòèì,
÷òî ðàáîòà ó÷àñòíèêà, ïîìèìî ïðèâåä�åííûõ, ìîæåò âêëþ÷àòü äðóãèå
ñîäåðæàòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ è îøèáêè, êîòîðûå äîëæíû áûòü îöå-
íåíû äîïîëíèòåëüíî.

Æåëàåì óñïåøíîé ðàáîòû!

Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè ñáîðíèêà
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11 êëàññ
11.1. Êàæäûé èç 10 ÷åëîâåê � ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò

ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ�åò. Êàæäûé èç íèõ çà-

äóìàë êàêîå-òî öåëîå ÷èñëî. Çàòåì ïåðâûé ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî

áîëüøå 1¿, âòîðîé ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 2¿, . . . , äåñÿòûé

ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 10¿. Ïîñëå ýòîãî âñå äåñÿòü, âûñòó-

ïàÿ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, ñêàçàëè: ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿, ¾Ìî�å

÷èñëî ìåíüøå 2¿, . . . , ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 10¿ (êàæäûé ñêàçàë

ðîâíî îäíó èç ýòèõ äåñÿòè ôðàç). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

ðûöàðåé ìîãëî áûòü ñðåäè ýòèõ 10 ÷åëîâåê? (Î. Ïîäëèïñêèé)

Îòâåò. 8 ðûöàðåé.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî íè îäèí èç ðûöàðåé íå ìîã ñêà-

çàòü íè îäíîé èç ôðàç ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 9¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî

áîëüøå 10¿. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû ýòî áûëî âîçìîæíî, òî çàäó-

ìàííîå ðûöàðåì öåëîå ÷èñëî áûëî áû íå ìåíüøå 10. Íî òîãäà îí

íå ìîã ñêàçàòü íè îäíîé èç ôðàç ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿, ¾Ìî�å

÷èñëî ìåíüøå 2¿, . . . , ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 10¿. Çíà÷èò, ðûöàðåé

áûëî íå áîëüøå âîñüìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ðûöàðåé ìîãëî áûòü 8. Ïóñòü ïåðâûé ðûöàðü

çàãàäàë ÷èñëî 2, âòîðîé � 3, . . . , âîñüìîé � 9, à ëæåöû çàãàäàëè

÷èñëà 5 è 6. Òîãäà k-ûé ðûöàðü ìîã ñêàçàòü ôðàçû ¾Ìî�å ÷èñëî

áîëüøå k¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå k+ 2¿, à ëæåöû ìîãëè ñêàçàòü

ôðàçû: îäèí� ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 9¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿,

à äðóãîé� ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 10¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 2¿.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä�åííûé âûøå ïðèìåð ïåðåñòà�åò áûòü

âåðíûì, åñëè ëæåöû çàäóìûâàþò ÷èñëà âíå îòðåçêà [1; 10], òàê
êàê òîãäà íåêîòîðûå èõ âûñêàçûâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ âåðíûìè.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ðûöàðåé íå áîëüøå 9 �

0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî ðûöàðåé íå áîëüøå 8 (èëè, ýêâèâàëåíòíî,

ëæåöîâ íå ìåíåå äâóõ) � 3 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ðûöàðåé ìîãëî

áûòü 8, ñ âåðíûì óêàçàíèåì, êàêîé ÷åëîâåê ñêàçàë êàêèå ôðà-

çû� 4 áàëëà.

Åñëè â ïðèâåä�åííîì ïðèìåðå íå ïîëíîñòüþ îïèñàíà ñèòóà-

öèÿ (íàïðèìåð, íå ñêàçàíî, êàêîå ÷èñëî çàãàäàëè ëæåöû, èëè ÿâ-
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íî íå óêàçàíî, êòî ãîâîðèë êàêóþ ôðàçó) � èç 4 áàëëîâ çà ïðè-

ìåð ñòàâèòñÿ íå áîëåå 2 áàëëîâ.

11.2. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç òð�åõ÷ëåíîâ x2 +ax+b è x2 +ax+b+1
èìååò õîòÿ áû ïî îäíîìó êîðíþ, è âñå êîðíè ýòèõ òð�åõ÷ëåíîâ

öåëûå. Äîêàæèòå, ÷òî òð�åõ÷ëåí x2 + ax+ b+ 2 êîðíåé íå èìååò.

(Í. Àãàõàíîâ)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü D1, D2, D3 � ñîîòâåòñòâåííî äèñ-

êðèìèíàíòû ýòèõ òð�åõ÷ëåíîâ. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ èìåþò

òîëüêî öåëûå êîðíè, ïîýòîìó D1 = m2, D2 = n2, ãäå ÷èñ-

ëà m è n ìîæíî ñ÷èòàòü öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè. Âû÷è-

òàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì, ÷òî 4 = m2 − n2,
òî åñòü 4 = (m − n)(m + n). ×èñëà m − n è m + n� îäíîé

÷�åòíîñòè, ïîýòîìó ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî åñ-

ëè m− n = m+ n = 2. Íî òîãäà n = 0, è, çíà÷èò, äèñêðèìèíàíò
òðåòüåãî óðàâíåíèÿ D3 = n2 − 4 = −4� îòðèöàòåëüíûé.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå Âèåòà ÷èñëà a è b öåëûå.
Ïóñòü x1 è x2 �êîðíè òð�åõ÷ëåíà P1(x) = x2 + ax + b, à

x0 �ëþáîé èç êîðíåé òð�åõ÷ëåíà P2(x) = x2 + ax + b + 1. Ïî-
ñêîëüêó P2(x) èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü, êîðíè òð�åõ÷ëåíà

P1(x) = P2(x)− 1 ðàçëè÷íû.

Èìååì P1(x0) = P2(x0)− 1 = −1, îòêóäà

1 = P1(x1)− P1(x0) = (x21 + ax1 + b)− (x20 + ax0 + b) =

= (x1 − x0)(x1 + x0 + a).

Ïîñêîëüêó îáà ìíîæèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè öåëûå, îíè ìîãóò áûòü

ðàâíû ëèøü ±1. Àíàëîãè÷íî, x2−x0 = x2+x0+a = ±1. Òàê êàê
x1 6= x2, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |x2−x1| = 2 è x0 = x1 + x2

2
. Òàê êàê

ýòî ðàññóæäåíèå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîðíÿ x0 òð�åõ÷ëåíà

P2(x), åãî êîðíè ñîâïàäàþò, òî åñòü P2(x) = (x − x0)2. À òîãäà

ìíîãî÷ëåí P2(x) + 1 = (x−x0)2 + 1 ïîëîæèòåëåí íà âñåé îñè, òî

åñòü êîðíåé íå èìååò.

11.3. Íàçîâ�åì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ êëåòêàìè êëåò÷àòîé äîñ-

êè íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî õîäîâ, çà êîòîðîå øàõìàòíûé êî-

ðîëü ìîæåò äîáðàòüñÿ îò îäíîé èç íèõ äî äðóãîé. Íàéäèòå íàè-

áîëüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê, êîòîðîå ìîæíî îòìåòèòü íà äîñêå

100× 100 òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ íå íàøëîñü äâóõ êëåòîê, ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 15. (È. Áîãäàíîâ)
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Îòâåò. 552 = 3025 êëåòîê.

Ðåøåíèå. Ðàçîáü�åì äîñêó íà 9 êâàäðàòîâ 30× 30, 6 ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ 10 × 30 è îäèí êâàäðàò 10 × 10 (ñì. ðèñ. 5). Â êàæ-

äîì êâàäðàòå 30 × 30 êëåòêè ðàçáèâàþòñÿ íà 152 ÷åòâ�åðîê òàê,

÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè êëåòêàìè â îäíîé ÷åòâ�åðêå ðàâ-

íî 15 (êàæäàÿ ÷åòâ�åðêà ñîñòîèò èç êëåòîê ñ êîîðäèíàòàìè (a, b),
(a, b+ 15), (a+ 15, b) è (a+ 15, b+ 15)). Òîãäà â ëþáîé ÷åòâ�åðêå

ìîæåò áûòü îòìå÷åíî íå áîëåå îäíîé êëåòêè, òî åñòü îáùåå ÷èñ-

ëî îòìå÷åííûõ êëåòîê â òàêîì êâàäðàòå íå ïðåâîñõîäèò 152.

30

30

30

30

30

30

10

10

15

15

15

15

15

15

15

15

15

15

15

15

10

10

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Àíàëîãè÷íî, êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê 10 × 30 (ñêàæåì, ñ

äëèííîé ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíîé) ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû êëå-

òîê, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà 15 (ñ êîîðäèíàòàìè (a, b) è

(a+ 15, b)) � ïîýòîìó â í�åì íå áîëåå 15 · 10 îòìå÷åííûõ êëåòîê.

Íàêîíåö, â êâàäðàòå 10×10 âñåãî 102 êëåòîê. Èòîãî, îòìå÷åííûõ
êëåòîê íå áîëüøå, ÷åì 9 ·152+6 ·15 ·10+102 = (3 ·15+10)2 = 552.

Ïðèìåð ñ òàêèì êîëè÷åñòâîì îòìå÷åííûõ êëåòîê ïîêàçàí

íà ðèñ. 6.

Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.

Òîëüêî ïðèâåä�åí ïðàâèëüíûé ïðèìåð îòìå÷åííûõ êëåòîê �

1 áàëë.

Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî îòìå÷åííûõ êëåòîê

íå áîëåå 552 � 5 áàëëîâ.

11.4. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ÷èñåë a1, a2, a3, . . .
òàêîâà, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 2018 ÷èñëî an+1 ÿâëÿåòñÿ
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íàèìåíüøèì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

Pn(x) = x2n + a1x
2n−2 + a2x

2n−4 + . . .+ an.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè aN , aN+1, aN+2, . . . êàæäûé ÷ëåí ìåíüøå ïðåäûäó-
ùåãî. (È. Áîãäàíîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü n > 2018. Çàìåòèì, ÷òî Pn(a) = Pn(−a)
ïðè âñåõ a. Çíà÷èò, ïîñêîëüêó Pn(x) èìååò íåíóëåâîé êîðåíü, îí
èìååò è îòðèöàòåëüíûé êîðåíü, îòêóäà an+1 < 0.

Äàëåå, ïîñêîëüêó Pn+1(x) = x2Pn(x) + an+1, èìååì

Pn+1(an+1) = a2n+1Pn(an+1) + an+1 = 0 + an+1 < 0. (∗)
Òàê êàê ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Pn+1(x) ÷�åòíà, à ñòàðøèé êîýô-

ôèöèåíò ïîëîæèòåëåí, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ îò-

ðèöàòåëüíûõ x îí ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òåïåðü

èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü êîðåíü íà èíòåðâàëå
(−∞, an+1). Çíà÷èò, è an+2 < an+1.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî an+2 < an+1 ïðè âñåõ n > 2018.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a2019, a2020, a2021, . . .)�
óáûâàþùàÿ.

Êîììåíòàðèé. Çàìå÷åíî, ÷òî an < 0, åñëè n äîñòàòî÷íî

âåëèêî � 1 áàëë.

Çàìå÷åíî ñîîòíîøåíèå Pn+1(x) = x2Pn(x) + an+1 � 1 áàëë

(ìîæåò ñóììèðîâàòüñÿ ñ ïðåäûäóùèì áàëëîì).

Âî â öåëîì âåðíîì ðåøåíèè óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü îáÿçàòåëüíî óáûâàåò, íà÷èíàÿ ñ 2018-ãî (à íå ñ

2019-ãî) ÷ëåíà � ñíèìàåòñÿ 1 áàëë.

11.5. Â òåòðàýäðå ABCD ïðîâåäåíû âûñîòû BE è CF . Ïëîñêîñòü α
ïåðïåíäèêóëÿðíà ðåáðó AD è ïðîõîäèò ÷åðåç åãî ñåðåäèíó. Èç-

âåñòíî, ÷òî òî÷êè A, C, D è E ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, è

òî÷êè A, B, D è F òàêæå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äîêàæè-

òå, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê E è F äî ïëîñêîñòè α ðàâíû.

(À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïðÿìàÿ CF ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ABD,
ïîýòîìó CF ⊥ AD. Àíàëîãè÷íî, BE ⊥ AD. Ïîýòîìó ïðÿìûå

CF è BE ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè α èëè ëåæàò â íåé. Òî÷êè B,
C, E è F ëåæàò íà ñôåðå ω, îïèñàííîé îêîëî òåòðàýäðà ABCD.
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Òàêæå, ïîñêîëüêó ∠BEC = 90◦ = ∠BFC, òî÷êè B, C, E è F
ëåæàò íà ñôåðå ω′, ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå BC êàê íà äèàìåòðå.
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CDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

E

F M

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

Åñëè ñôåðû ω è ω′ íå ñîâïàäàþò, âñå èõ îáùèå òî÷êè ëåæàò
â îäíîé ïëîñêîñòè, îáîçíà÷èì å�å ÷åðåç β. Â ïëîñêîñòè β ëåæàò

ïðÿìûå BE è CF , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè

α èëè ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè. Òàêæå ïðÿìûå BE è CF íå ïà-

ðàëëåëüíû, ïîñêîëüêó îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ïåðåñåêàþùèìñÿ

ïëîñêîñòÿì ACD è ABD. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü β ïàðàë-

ëåëüíà ïëîñêîñòè α èëè ñîâïàäàåò ñ íåé, à ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê

E è F äî α ðàâíû ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïëîñêîcòÿìè α è β (ñì.

ðèñ. 7).

Åñëè æå ñôåðû ω è ω′ ñîâïàäàþò, òî èõ îáùèé öåíòð M
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà BC è ëåæèò â ïëîñêîñòè α. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê B è C äî α ðàâíû. Ïîñêîëüêó

ïðÿìàÿ BE ïàðàëëåëüíà α, ðàññòîÿíèÿ îò B è E äî α ðàâíû.

Àíàëîãè÷íî, ðàññòîÿíèÿ îò C è F äî α òîæå ðàâíû, à òîãäà òî÷-

êè E è F ðàâíîóäàëåíû îò α (ñì. ðèñ. 8).

Êîììåíòàðèé. Ðàçîáðàí òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ñôåðû íå

ñîâïàäàþò� 4 áàëëà.

Ðàçîáðàí òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ñôåðû ñîâïàäàþò� 3 áàëëà.
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