
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

9 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

9.1. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 5 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû-

áðàòü íåêîòîðûå èç íèõ è ïåðåìåñòèòü èõ òàê, ÷òîáû ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïåðåìåù¼ííûìè òî÷êàìè íå èç-

ìåíèëîñü, à â ðåçóëüòàòå íà ïëîñêîñòè îñòàëîñü ìíîæåñòâî

èç 5 òî÷åê, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé.

9.2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ñóùåñòâóþò òàêèå

öåëûå a1, a2, . . . , an, ÷òî êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí

x2 − 2 (a1 + a2 + . . .+ an)
2 x+

(

a4
1
+ a4

2
+ . . .+ a4n + 1

)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí öåëûé êîðåíü?

9.3. Îêðóæíîñòü Ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O îïèñàíà îêîëî îñòðî-

óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì AB < BC; åãî

âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H . Íà ïðîäîëæåíèè îòðåç-

êà BO çà òî÷êó O îòìå÷åíà òî÷êà D òàêàÿ, ÷òî ∠ADC =
= ∠ABC. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó H ïàðàëëåëüíî

ïðÿìîé BO, ïåðåñåêàåò ìåíüøóþ äóãó AC îêðóæíîñòè Ω â

òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî BH = DE.

9.4. Â ëàãåðü ïðèåõàëè 10000 äåòåé, êàæäûé äðóæèò ðîâíî ñ 11

äðóãèìè äåòüìè â ëàãåðå (äðóæáà âçàèìíà). Êàæäûé ðåá¼-

íîê íîñèò �óòáîëêó îäíîãî èç ñåìè öâåòîâ ðàäóãè, ïðè÷¼ì

ó ëþáûõ äâóõ äðóçåé öâåòà ðàçëè÷íû. Âîæàòûå ïîòðåáîâà-

ëè, ÷òîáû êàêèå-íèáóäü äåòè (õîòÿ áû îäèí) íàäåëè �óò-

áîëêè äðóãèõ öâåòîâ (èç òåõ æå ñåìè). Îïðîñ ïîêàçàë, ÷òî

100 äåòåé ìåíÿòü öâåò íå íàìåðåíû. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòî-

ðûå èç îñòàëüíûõ äåòåé âñ¼ æå ìîãóò èçìåíèòü öâåòà ñâî-

èõ �óòáîëîê òàê, ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó ó ëþáûõ äâóõ äðóçåé

öâåòà áûëè ðàçëè÷íû.
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9.5. Â äåòñêîì ñàäó âîñïèòàòåëüíèöà âçÿëà n > 1 îäèíàêîâûõ

êàðòîííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ðàçäàëà èõ n äåòÿì, êàæäî-

ìó ïî ïðÿìîóãîëüíèêó. Êàæäûé ðåá¼íîê ðàçðåçàë ñâîé ïðÿ-

ìîóãîëüíèê íà íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êâàäðàòèêîâ (êâàä-

ðàòèêè ó ðàçíûõ äåòåé ìîãëè áûòü ðàçíûìè). Îêàçàëîñü,

÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòèêîâ � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêà-

æèòå, ÷òî èñõîäíûå ïðÿìîóãîëüíèêè áûëè êâàäðàòàìè.

9.6. Íà ñòîðîíå AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñ-

íîâàíèåì BC âçÿòà òî÷êà D. Íà ìåíüøåé äóãå CD îêðóæ-

íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD, âûáðàíà òî÷-

êà K. Ëó÷ CK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC è

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A, â òî÷êå T . Ïóñòü M � ñåðåäèíà îò-

ðåçêà DT . Äîêàæèòå, ÷òî ∠AKT = ∠CAM .

9.7. Ñðåäè 16 ìîíåò åñòü 8 òÿæ¼ëûõ �âåñîì ïî 11 ã, è 8 ë¼ã-

êèõ �âåñîì ïî 10 ã, íî íåèçâåñòíî, êàêèå èç ìîíåò êàêîãî

âåñà. Îäíà èç ìîíåò � þáèëåéíàÿ. Êàê çà òðè âçâåøèâàíèÿ

íà äâóõ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ þáèëåé-

íàÿ ìîíåòà òÿæ¼ëîé èëè ë¼ãêîé?

9.8. Äàíû ÷èñëà a, b, c, íå ìåíüøèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî

a+ b+ c
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√
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a+ b
.
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