
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

10 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

10.1. Â êàæäîé òî÷êå A ïëîñêîñòè ñòîèò âåùåñòâåííîå ÷èñëî

f(A). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè M �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêà ABC, òî f(M) = f(A) + f(B) + f(C). Äî-

êàæèòå, ÷òî f(A) = 0 äëÿ âñåõ òî÷åê A.

10.2. Ïàøà è Âîâà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷å-

ðåäè. Íà÷èíàåò Ïàøà. Èçíà÷àëüíî ïåðåä ìàëü÷èêàìè ëå-

æèò áîëüøîé êóñîê ïëàñòèëèíà. Çà îäèí õîä Ïàøà ìîæåò

ðàçðåçàòü ëþáîé èç èìåþùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëèíà íà òðè

÷àñòè (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå). Âîâà ñâîèì õîäîì âûáèðà-

åò äâà êóñêà è ñëåïëÿåò èõ âìåñòå. Ïàøà ïîáåæäàåò, åñëè

â íåêîòîðûé ìîìåíò ñðåäè èìåþùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëèíà

îêàæåòñÿ 100 êóñêîâ îäèíàêîâîé ìàññû. Ìîæåò ëè Âîâà ïî-

ìåøàòü Ïàøå ïîáåäèòü?

10.3. Â ìåæãàëàêòè÷åñêîé ãîñòèíèöå åñòü 100 êîìíàò âìåñòèìî-

ñòüþ 101, 102, . . . , 200 ÷åëîâåê. Â ýòèõ êîìíàòàõ ñóììàðíî

æèâ¼ò n ÷åëîâåê. Â ãîñòèíèöó ïðèåõàë VIP-ãîñòü, äëÿ êî-

òîðîãî íóæíî îñâîáîäèòü öåëóþ êîìíàòó. Äëÿ ýòîãî äèðåê-

òîð ãîñòèíèöû âûáèðàåò îäíó êîìíàòó è ïåðåñåëÿåò âñåõ å¼

æèòåëåé â îäíó è òó æå äðóãóþ êîìíàòó. Ïðè êàêîì íàè-

áîëüøåì n äèðåêòîð ãîñòèíèöû âñåãäà ìîæåò òàêèì îáðà-

çîì îñâîáîäèòü êîìíàòó íåçàâèñèìî îò òåêóùåãî ðàññåëå-

íèÿ?

10.4. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AC <

< BC. Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è B è ïåðåñå-

êàåò îòðåçêè CA è CB ïîâòîðíî â òî÷êàõ A1 è B1 ñîîò-

âåòñòâåííî. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è

A1B1C ïåðåñåêàþòñÿ ïîâòîðíî â òî÷êå P . Îòðåçêè AB1 è

BA1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Òî÷êè Q è R ñèììåòðè÷íû S

îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ CA è CB. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P ,

Q, R è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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10.5. Â äåòñêîì ñàäó âîñïèòàòåëüíèöà âçÿëà n > 1 îäèíàêîâûõ

êàðòîííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ðàçäàëà èõ n äåòÿì, êàæäî-

ìó ïî ïðÿìîóãîëüíèêó. Êàæäûé ðåá¼íîê ðàçðåçàë ñâîé ïðÿ-

ìîóãîëüíèê íà íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êâàäðàòèêîâ (êâàä-

ðàòèêè ó ðàçíûõ äåòåé ìîãëè áûòü ðàçíûìè). Îêàçàëîñü,

÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòèêîâ � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêà-

æèòå, ÷òî èñõîäíûå ïðÿìîóãîëüíèêè áûëè êâàäðàòàìè.

10.6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðè-

ñà BL. Òî÷êè D è E � ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû ìåíüøèõ

äóã AB è BC îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-

êà ABC. Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BD çà òî÷êó D îòìå÷å-

íà òî÷êà P , à íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BE çà òî÷êó E �

òî÷êà Q òàê, ÷òî ∠APB = ∠CQB = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî

ñåðåäèíà îòðåçêà BL ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.

10.7. Â ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ 24 øêîëüíèêà.

Êàæäóþ êîìàíäó, ñîñòîÿùóþ èç 6 øêîëüíèêîâ, ðóêîâîäè-

òåëü ñ÷èòàåò ëèáî ñûãðàííîé, ëèáî íåñûãðàííîé. Äëÿ òóðíè-

ðà ìàòåìàòè÷åñêèõ áî¼â ðóêîâîäèòåëü ñîáèðàåòñÿ ðàçáèòü

äåòåé íà 4 êîìàíäû ïî 6 ÷åëîâåê. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî

ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè øêîëüíèêîâ íà 4 êîìàíäû ñûãðàííû-

ìè îêàçûâàþòñÿ ëèáî ðîâíî òðè êîìàíäû, ëèáî ðîâíî îäíà,

ïðè÷¼ì è òîò, è äðóãîé âàðèàíòû ïðèñóòñòâóþò?

10.8. Äàíû íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîý��èöè-

åíòàìè è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèì a0 = n, ak =
= P (ak−1) ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî íàòóðàëüíîãî b â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . åñòü

÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ b-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëü-

øåãî 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x)�ëèíåéíûé.
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