
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü

Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.1. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 5 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü

íåêîòîðûå èç íèõ è ïåðåìåñòèòü èõ òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó ëþáûìè äâóìÿ ïåðåìåù�åííûìè òî÷êàìè íå èçìåíèëîñü, à â

ðåçóëüòàòå íà ïëîñêîñòè îñòàëîñü ìíîæåñòâî èç 5 òî÷åê, ñèì-

ìåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé. (Ñ. Âîë÷�åíêîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì äàííûå òî÷êè ÷åðåç A, B, C, D è E.
Âûáåðåì èç íèõ äâå ñàìûå óäàë�åííûå äðóã îò äðóãà, ïóñòü ýòî A
è B. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïåðåìåñòèòü èõ òðåáóåìûì îáðàçîì.

Ïðîâåä�åì ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð α ê îòðåçêó CD. Åñëè
E ëåæèò íà α, òî äîñòàòî÷íî ïåðåìåñòèòü òî÷êè A è B íà ïðÿ-

ìóþ α. Èíà÷å ïóñòü E′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ E îòíîñèòåëü-

íî α. Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò E äî α ìåíüøå äëèíû îäíîãî

èç îòðåçêîâ EC è ED, òî åñòü ìåíüøå AB.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïåðåìåñòèòü òî÷êó A â òî÷êó E′, à

òî÷êó B � â òî÷êó, ëåæàùóþ íà α è óäàë�åííóþ îò E′ íà ðàññòîÿ-
íèå AB. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî α� îñü ñèììåòðèè íîâîãî ìíîæåñòâà

òî÷åê, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

9.2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå
a1, a2, . . . , an, ÷òî êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí

x2 − 2 (a1 + a2 + . . .+ an)2 x+
(
a41 + a42 + . . .+ a4n + 1

)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí öåëûé êîðåíü? (Ï. Êîçëîâ)

Îòâåò. Ïðè n = 6.
Ðåøåíèå. Ïðè n = 6 ìîæíî ïîëîæèòü a1 = a2 = a3 = a4 =

= 1 è a5 = a6 = −1; òîãäà òð�åõ÷ëåí èç óñëîâèÿ ïðèíèìàåò âèä

x2 − 8x+ 7 è èìååò äâà öåëûõ êîðíÿ: 1 è 7. Îñòàëîñü ïîêàçàòü,
÷òî ýòî � íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå n.

Ïóñòü ÷èñëà a1, a2, . . . , an óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è;

òîãäà äåë�åííûé íà 4 äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òð�åõ÷ëåíà èç

óñëîâèÿ äîëæåí áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì. Îí ðàâåí

d = (a1 + a2 + . . .+ an)4 −
(
a41 + a42 + . . .+ a4n + 1

)
.
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Òîãäà ÷èñëî d íå÷�åòíî è ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, ïîýòîìó îíî äà�åò

îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 8.
Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî âûøå â âèäå

d+ 1 + a41 + a42 + . . .+ a4n = (a1 + a2 + . . .+ an)4

è ðàññìîòðèì åãî ïî ìîäóëþ 8. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

÷åòâ�åðòûå ñòåïåíè öåëûõ ÷èñåë äàþò ëèøü îñòàòêè 0 è 1 ïðè

äåëåíèè íà 8, òî åñòü ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äà�åò îñòàòîê 0
èëè 1. Ëåâàÿ æå ÷àñòü ñðàâíèìà ñ 1 + 1 + k, ãäå k � êîëè÷åñòâî

íå÷�åòíûõ ÷èñåë ñðåäè ai. Çíà÷èò, n > k > 6.
9.3. Îêðóæíîñòü Ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O îïèñàíà îêîëî îñòðîóãîëüíî-

ãî òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì AB < BC; åãî âûñîòû ïåðåñå-

êàþòñÿ â òî÷êåH. Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BO çà òî÷êóO îòìå-

÷åíà òî÷êà D òàêàÿ, ÷òî ∠ADC = ∠ABC. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó H ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé BO, ïåðåñåêàåò ìåíüøóþ

äóãó AC îêðóæíîñòè Ω â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî BH = DE.
(À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü P � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BO ñ

îêðóæíîñòüþ Ω (ñì. ðèñ. 1). Òîãäà BP �äèàìåòð Ω, è ∠BCP =
= 90◦ = ∠BAP . Çíà÷èò, CP ‖ AH è AP ‖ CH. Ñëåäîâàòåëüíî,

÷åòûð�åõóãîëüíèê AHCP � ïàðàëëåëîãðàìì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

M òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé

îòðåçêîâ PH è AC.

A
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H

O

D

E

E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′E′

M PΩ

Ω′

Ðèñ. 1

Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè M òî÷êà A ïåðåõîäèò

â òî÷êó C, à òî÷êà P � â òî÷êó H. Ïóñòü ïðè ýòîé ñèììåòðèè

òî÷êà E ïåðåõîäèò â E′, à îêðóæíîñòü Ω� â Ω′. Òîãäà òî÷êè A,
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H, E′ è C ëåæàò íà Ω′. Ïîñêîëüêó ∠ADC = ∠ABC = 180◦ −
− ∠AHC, òî÷êà D òàêæå ëåæèò íà Ω′.

Â ñèëó ñèììåòðèè, ∠ECP = ∠E′AH, à òàêæå PE′ ‖ HE �

ïîýòîìó òî÷êà E′ ëåæèò íà ïðÿìîé PB. Èç âïèñàííîñòè ÷å-

òûð�åõóãîëüíèêîâ AHE′D è BEPC ïîëó÷àåì, ÷òî ∠EBP =
= ∠ECP = ∠E′AH = ∠E′DH. Òàêèì îáðàçîì, ∠EBD =
= ∠BDH. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàïåöèÿ BHED�ðàâíîáîêàÿ, ïî-

ýòîìó BH = DE.
9.4. Â ëàãåðü ïðèåõàëè 10000 äåòåé, êàæäûé äðóæèò ðîâíî ñ 11

äðóãèìè äåòüìè â ëàãåðå (äðóæáà âçàèìíà). Êàæäûé ðåá�åíîê

íîñèò ôóòáîëêó îäíîãî èç ñåìè öâåòîâ ðàäóãè, ïðè÷�åì ó ëþ-

áûõ äâóõ äðóçåé öâåòà ðàçëè÷íû. Âîæàòûå ïîòðåáîâàëè, ÷òî-

áû êàêèå-íèáóäü äåòè (õîòÿ áû îäèí) íàäåëè ôóòáîëêè äðóãèõ

öâåòîâ (èç òåõ æå ñåìè). Îïðîñ ïîêàçàë, ÷òî 100 äåòåé ìåíÿòü

öâåò íå íàìåðåíû. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðûå èç îñòàëüíûõ äå-

òåé âñ�å æå ìîãóò èçìåíèòü öâåòà ñâîèõ ôóòáîëîê òàê, ÷òîáû

ïî-ïðåæíåìó ó ëþáûõ äâóõ äðóçåé öâåòà áûëè ðàçëè÷íû.

(À. Ìàãàçèíîâ)

Ðåøåíèå. Ïåðåéä�åì ê ãðàôó, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåò-

ñòâóþò äåòÿì, à ð�åáðà � äðóæáàì. Íàïîìíèì, ÷òî ðàñêðàñêà

âåðøèí íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè öâåòà ëþáûõ äâóõ âåðøèí,

ñîåäèí�åííûå ðåáðîì, ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô ïðàâèëü-

íî ðàñêðàøåí â 7 öâåòîâ, â í�åì âûäåëåíî 100 ñòàáèëüíûõ âåð-

øèí, è òðåáóåòñÿ ïåðåêðàñèòü ÷àñòü îñòàëüíûõ âåðøèí òàê, ÷òî-

áû ðàñêðàñêà îñòàëàñü ïðàâèëüíîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Ïðîíóìåðóåì öâåòà ÷èñ-

ëàìè 1, 2, . . . , 7. Ðàññìîòðèì ëþáûå äâà öâåòà i < j. Îñòàâèì â

ãðàôå òîëüêî âåðøèíû ýòèõ öâåòîâ è ð�åáðà ìåæäó íèìè; îáîçíà-

÷èì ïîëó÷åííûé ãðàô ÷åðåç Gij . Ýòîò ãðàô ìîæåò ðàñïàñòüñÿ

íà íåñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè; îáîçíà÷èì ÷åðåç cij èõ êîëè-
÷åñòâî. Åñëè cij > 100, òî â îäíîé èç êîìïîíåíò íåò ñòàáèëüíûõ
âåðøèí; òîãäà ìîæíî èçìåíèòü öâåò êàæäîé âåðøèíû â ýòîé

êîìïîíåíòå, çàìåíèâ i íà j è íàîáîðîò, è äîáèòüñÿ òðåáóåìîé

àëüòåðíàòèâíîé ðàñêðàñêè.

Çíà÷èò, cij 6 100 ïðè âñåõ i è j. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êîì-

ïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùàÿ x âåðøèí, ñîäåðæèò íå ìåíåå
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x − 1 ð�åáåð; çíà÷èò, åñëè â Gij åñòü vij âåðøèí, òî êîëè÷åñòâî

ð�åáåð â í�åì eij íå ìåíüøå, ÷åì vij − cij , òî åñòü
eij > vij − 100. (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî íàéòè ñóììó V âñåõ ÷èñåë vij è
ñóììó E âñåõ ÷èñåë eij . Äåéñòâèòåëüíî, â èñõîäíîì ãðàôå 10000
âåðøèí, è êàæäàÿ èç íèõ ó÷àñòâóåò â 6 ãðàôàõ âèäàGij ; ïîýòîìó

V = 6 · 10000 = 60000. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â èñõîäíîì ãðàôå

11 · 10000/2 = 55000 ð�åáåð, è êàæäîå ó÷àñòâóåò ðîâíî â îäíîì

ãðàôå Gij ; ïîýòîìó E = 55000.

Íî, ïîñêîëüêó ïàð öâåòîâ âñåãî C2
7 = 21, íåðàâåíñòâî (∗)

âëå÷�åò E > V − 21 · 100, ÷òî íå òàê äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé.

Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíî, è òðåáóåìàÿ ïåðå-

êðàñêà âîçìîæíà.
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Ñáîðíèê ñîäåðæèò ìàòåðèàëû äëÿ ïðîâåäåíèÿ çàêëþ÷èòåëüíîãî

ýòàïà XLV Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå. Çà-

äàíèÿ ïîäãîòîâëåíû Öåíòðàëüíîé ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññè-

åé ïî ìàòåìàòèêå Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ.

Ñáîðíèê ñîñòàâèëè: Í.Õ. Àãàõàíîâ, À.Â. Àíòðîïîâ, Å. Â. Áàêàåâ,

Ä.À. Áåëîâ, Ñ.Ë. Áåðëîâ, È.È. Áîãäàíîâ, Ñ. Ã. Âîë÷�åíêîâ, À.À. Ãàé-

ôóëëèí, Í.À. Ãëàäêîâ, Ì.À. Ãðèãîðüåâ, Ì.À. Äèäèí, Î.Þ. Äìèòðè-

åâ, Â.Ë. Äîëüíèêîâ, Ñ.À. Äîðè÷åíêî, Ë.À. Åìåëüÿíîâ, À.Ï. Çèìèí,

Ê.À. Êíîï, Ï.À. Êîæåâíèêîâ, Ï.Þ. Êîçëîâ, Ä.Í. Êðà÷óí, Ñ.Î. Êóä-

ðÿ, À.À. Êóçíåöîâ, Þ.Â. Êóçüìåíêî, À.Í. Ìàãàçèíîâ, Å. Ã. Ìîë-

÷àíîâ, Î.Ñ. Íå÷àåâà, Î.Ê. Ïîäëèïñêèé, È.Ñ. Ðóáàíîâ, À. Ð. Ñàôè-

óëëèíà, Ê.À. Ñóõîâ, Ä.À. Òåð�åøèí, Á.Â. Òðóøèí, È.È. Ôðîëîâ,

À.È. Õðàáðîâ, Ä. Ã. Õðàìöîâ, Ã. Ð. ×åëíîêîâ, Î.È. Þæàêîâ.

Â ñêîáêàõ ïîñëå êàæäîé çàäà÷è óêàçàíà ôàìèëèÿ å�å àâòîðà.

Êîìïüþòåðíûé ìàêåò: À.È. Ãîëîâàíîâ.

Æåëàåì óñïåøíîé ðàáîòû!

Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè ñáîðíèêà

Çàïðåùàåòñÿ ïóáëèêàöèÿ èëè ðàçìåùåíèå â ñåòè Èíòåðíåò

óñëîâèé èëè ðåøåíèé çàäà÷ îëèìïèàäû.

c© Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè, 2019

c© À.È. Ãîëîâàíîâ, 2019, ìàêåò.
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Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.5. Â äåòñêîì ñàäó âîñïèòàòåëüíèöà âçÿëà n > 1 îäèíàêîâûõ êàð-

òîííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ðàçäàëà èõ n äåòÿì, êàæäîìó ïî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêó. Êàæäûé ðåá�åíîê ðàçðåçàë ñâîé ïðÿìîóãîëüíèê íà

íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êâàäðàòèêîâ (êâàäðàòèêè ó ðàçíûõ äåòåé

ìîãëè áûòü ðàçíûìè). Îêàçàëîñü, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êâàä-

ðàòèêîâ � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûå ïðÿìîóãîëü-

íèêè áûëè êâàäðàòàìè. (Ñ. Áåðëîâ)

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðÿìîóãîëüíè-

êè èìåëè ðàçìåðû k × `, ãäå ` < k. Ïóñòü ai �äëèíà ñòîðîíû

êâàäðàòà ó i-ãî ðåá�åíêà. Òîãäà êàæäàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà
ñîñòàâëåíà èç íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ äëèíîé ai, òî åñòü ` = biai è
k = ciai, ãäå bi è ci � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ó ðåá�åíêà

ïîëó÷èëîñü bici êâàäðàòèêîâ.
Çàìåòèì, ÷òî 1 < k/` = ci/bi, òî åñòü ÷èñëî k/` ðàöèîíàëüíî.

Ïóñòü s/t� åãî íåñîêðàòèìàÿ çàïèñü; òîãäà s > 1, è ci äåëèòñÿ
íà s ïðè âñåõ i. Çíà÷èò, è ÷èñëî êâàäðàòèêîâ ó i-ãî ðåá�åíêà

äåëèòñÿ íà s. Òîãäà îáùåå ÷èñëî êâàäðàòèêîâ Q òàêæå äåëèòñÿ

íà s > 1, è ïðèòîìQ > s (ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî äåòåé áîëüøå 1).
Çíà÷èò, Q� ñîñòàâíîå ÷èñëî; ïðîòèâîðå÷èå.

9.6. Íà ñòîðîíå AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñíîâà-

íèåì BC âçÿòà òî÷êà D. Íà ìåíüøåé äóãå CD îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD, âûáðàíà òî÷êà K. Ëó÷

CK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC è ïðîõîäÿùóþ ÷å-

ðåç A, â òî÷êå T . Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà DT . Äîêàæèòå,
÷òî ∠AKT = ∠CAM . (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïðîäëèì îòðåçîê AM íà åãî äëèíó çà òî÷êó

M , ïîëó÷èì òî÷êó N òàêóþ, ÷òî ADNT �ïàðàëëåëîãðàìì. Ïî-

ñêîëüêó ∠ANT = ∠CAM , äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî ∠AKT = ∠ANT , èëè ÷òî òî÷êè A, T , N , K ëåæàò

íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 1).

Ïóñòü ND ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå S; òîãäà DS ‖ BC, è
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A

B C

D

K

T

M

N
SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

Ðèñ. 1
BSDC �ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. Ìû äîêàæåì, ÷òî òî÷êè K è N
ëåæàò íà îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà AST .

Èìååì ∠ATN = ∠ADN = 180◦ − ∠SDA = 180◦ − ∠ASD,
çíà÷èò, N ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω. Èç îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðàïåöèè BSDC, èìååì ∠SKT = ∠SBC = 180◦−∠SAT ,
ïîýòîìó K ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

9.7. Ñðåäè 16 ìîíåò åñòü 8 òÿæ�åëûõ � âåñîì ïî 11 ã, è 8 ë�åãêèõ �

âåñîì ïî 10 ã, íî íåèçâåñòíî, êàêèå èç ìîíåò êàêîãî âåñà. Îäíà èç

ìîíåò � þáèëåéíàÿ. Êàê çà òðè âçâåøèâàíèÿ íà äâóõ÷àøå÷íûõ

âåñàõ áåç ãèðü óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ þáèëåéíàÿ ìîíåòà òÿæ�åëîé èëè

ë�åãêîé? (Ê. Êíîï)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì þáèëåéíóþ ìîíåòó ÷åðåç Þ. Îòëî-

æèì äâå íåþáèëåéíûõ ìîíåòû A è B, è ðàçëîæèì îñòàâøèåñÿ

14 ìîíåò ïî 7 íà êàæäóþ ÷àøó òàê, ÷òîáû Þ ïîïàëà íà ëåâóþ.

Íàçîâ�åì ìîíåòó ëåâîé èëè ïðàâîé, åñëè â ýòîì âçâåøèâàíèè îíà

ïîïàëà íà ëåâóþ èëè ïðàâóþ ÷àøó, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëó÷àé (=). Ïóñòü ÷àøè îêàçàëèñü â ðàâíîâåñèè.

Â ýòîì ñëó÷àå ëèáî íà êàæäîé ÷àøå ïî 3 òÿæ�åëûõ ìîíåòû

(è òîãäà A è B îáå òÿæ�åëûå), ëèáî ïî 4 (òîãäà A è B ë�åãêèå). Â

ëþáîì ñëó÷àå îáå îòëîæåííûõ ìîíåòû îäèíàêîâû. Â ýòîì ñëó÷àå

âîçüì�åì ñ ëåâîé ÷àøè Þ è åù�å îäíó ìîíåòó C è ñðàâíèì ýòó

ïàðó ñ ïàðîé A è B.

Ïîäñëó÷àé (=,=). Ïóñòü ñíîâà ïîëó÷åíî ðàâíîâåñèå.
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü

Òîãäà âñå 4 ìîíåòû A, B, C, Þ âåñÿò îäèíàêîâî. Ñðàâíèì

èõ ñ ëþáûìè äðóãèìè ÷åòûðüìÿ ëåâûìè ìîíåòàìè. Åñëè âåñû

îêàæóòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî âñå 8 ìîíåò âî âçâåøèêàíèè � îä-

íîãî âåñà. Òîãäà ñðåäè ëåâûõ ìîíåò áûëî 6 ìîíåò òàêîãî âåñà;

ýòî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò. êàêàÿ-òî ÷àøà ïåðåâåñèò, è ìû óçíàåì,

ÿâëÿëèñü A, B, C è Þ òÿæ�åëûìè èëè ë�åãêèìè.

Ïîäñëó÷àé (=, <). ×àøà, ñîäåðæàùàÿ Þ âî âòîðîì âçâåøè-

âàíèè, ëåã÷å.

Òîãäà íà ýòîé ÷àøå íå ìîæåò áûòü äâóõ òÿæ�åëûõ ìîíåò.

Ñðàâíèâ ýòè äâå ìîíåòû äðóã ñ äðóãîì, ìû â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà

ñðàçó óçíà�åì âåñ Þ, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ñìîæåì ñäåëàòü âûâîä

î òîì, ÷òî îáå ìîíåòû íà ýòîé ÷àøå� ë�åãêèå.

Ïîäñëó÷àé (=, >), êîãäà ÷àøà ñ Þ òÿæåëåå, àíàëîãè÷åí.

Ñëó÷àé (<). Ïóñòü ëåâàÿ ÷àøà â ïåðâîì âçâåøèâàíèè îêà-

çàëàñü ëåã÷å.

Òîãäà ñðåäè ëåâûõ ìîíåò íå áîëåå òð�åõ òÿæ�åëûõ. Ñðàâíèâ

Þ ñ êàêîé-íèáóäü ëåâîé ìîíåòîé C, ìû ëèáî óçíàåì âåñ Þ (â

ñëó÷àå íåðàâåíñòâà), ëèáî íàéä�åì äâå îäèíàêîâûõ ìîíåòû (Þ

è C). Ñðàâíèâ ýòó ïàðó ñ äðóãîé ïàðîé ëåâûõ ìîíåò, ìû îïÿòü

æå óçíàåì âåñ Þ â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà. Â ñëó÷àå æå ðàâåíñòâà

ìû íàéä�åì 4 ëåâûõ ìîíåòû îäíîãî âåñà, îäíà èç êîòîðûõ�Þ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îíè ìîãóò áûòü òîëüêî ë�åãêèìè.

Ñëó÷àé (>), êîãäà â ïåðâîì âçâåøèâàíèè ÷àøà ñÞ òÿæåëåå,

àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

9.8. Äàíû ÷èñëà a, b, c, íå ìåíüøèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî

a+ b+ c

4
>

√
ab− 1

b+ c
+

√
bc− 1

c+ a
+

√
ca− 1

a+ b
.

(Ê. Òûùóê)

Ðåøåíèå. Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ èìååì b + c > 2
√
bc,

îòêóäà

4

√
ab− 1

b+ c
6 2

√
ab− 1

bc
= 2

√(
a− 1

b

)
· 1

c
6

(
a− 1

b

)
+

1

c
,

ãäå â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå îïÿòü ïðèìåíåíî íåðàâåíñòâî î ñðåä-

íèõ. Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ íåðàâåíñòâà

4

√
bc− 1

c+ a
6

(
b− 1

c

)
+

1

a
, 4

√
ca− 1

a+ b
6

(
c− 1

a

)
+

1

b
.
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Ñêëàäûâàÿ òðè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè a = b = c =
√

2.
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