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11 êëàññ
11.1. Â êàæäîé òî÷êå A ïëîñêîñòè ñòîèò âåùåñòâåííîå ÷èñëî f(A).

Èçâåñòíî, ÷òî åñëèM � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà

ABC, òî f(M) = f(A) + f(B) + f(C). Äîêàæèòå, ÷òî f(A) = 0
äëÿ âñåõ òî÷åê A. (À. Ñ. Ãîëîâàíîâ)
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Ðåøåíèå. Âîçüì�åì ïðîèç-

âîëüíóþ òî÷êó M ïëîñêîñòè è

äîêàæåì, ÷òî f(M) = 0. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

òðåóãîëüíèê ABC, äëÿ êîòîðîãî

òî÷êà M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå-

÷åíèÿ ìåäèàí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D,
E è F òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêîâ BCM , CAM è

ABM , ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 4).

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà M òàêæå

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà DEF . Â ñà-

ìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç A′, B′ è C ′ ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC,
CA è AB, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òðåóãîëüíèê DEF ïîëó÷àåòñÿ

èç òðåóãîëüíèêà ABC ãîìîòåòèåé â òî÷êå M ñ êîýôôèöèåíòîì

− 1
3
, ïîñêîëüêó ïðè ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì − 1

2
òðåóãîëü-

íèê ABC ïåðåõîäèò â A′B′C ′, à ïðè ïîñëåäóþùåé ãîìîòåòèè ñ

êîýôôèöèåíòîì 2
3
� â òðåóãîëüíèê DEF .

Íî òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

f(M) = f(D) + f(E) + f(F ) = (f(M) + f(B) + f(C)) +

+ (f(M) + f(C) + f(A)) + (f(M) + f(A) + f(B)) =

= 2(f(A) + f(B) + f(C)) + 3f(M) = 5f(M),

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî f(M) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

11.2. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáûõ íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ a è b ñèñòåìà{
tg(13x) tg(ay)=1,
tg(21x) tg(by)=1

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå? (Ì. Àíòèïîâ)

Îòâåò. Íåò.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé

ïðè a = 8, b = 13. Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèé ñèñòåìû âûòå-

12



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü

êàåò, ÷òî

13x+ ay =
π

2
+ πk, 21x+ by =

π

2
+ π`

ïðè öåëûõ k è `. Îòñþäà ñëåäóåò

(21a− 13b)y = 21(13x+ ay)− 13(21x+ by) = π(4 + 21k − 13`).

Ïðè a = 8, b = 13 ïîëó÷àåì y = (13` − 21k − 4)π, à çíà÷èò,

tg(ay) = 0. Ïîýòîìó ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íå ìîæåò âûïîë-

íÿòüñÿ.

Çàìå÷àíèå. . ×èñëà a è b òàêèå, ÷òî |21a − 13b| = 1, ìîæ-
íî íàéòè, ïðèìåíèâ àëãîðèòì Åâêëèäà ê ïàðå âçàèìíî ïðîñòûõ

÷èñåë (21, 13). Íà ñàìîì äåëå, â óñëîâèè çàäà÷è ìîæíî çàìåíèòü

÷èñëà 21 è 13 íà ëþáóþ ïàðó âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, è îòâåò

íå èçìåíèòñÿ. Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî 13 è 21�ïîñëåäîâà-

òåëüíûå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, ïîýòîìó ðàâåíñòâî |21 ·8−13 ·13| = 1
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî ôàêòà |Fn+1Fn−1 − F 2

n | = 1.
11.3. Äàíû n ìîíåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ìàññ è n ÷àøå÷íûõ âåñîâ,

n > 2. Ïðè êàæäîì âçâåøèâàíèè ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü êàêèå-òî

îäíè âåñû, ïîëîæèòü íà èõ ÷àøè ïî îäíîé ìîíåòå, ïîñìîòðåòü

íà ïîêàçàíèÿ âåñîâ è çàòåì ñíÿòü ìîíåòû îáðàòíî. Êàêèå-òî îä-

íè èç âåñîâ (íåèçâåñòíî, êàêèå) èñïîð÷åíû è ìîãóò âûäàâàòü

ñëó÷àéíûì îáðàçîì êàê ïðàâèëüíûé, òàê è íåïðàâèëüíûé ðå-

çóëüòàò. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé ìîæíî

çàâåäîìî íàéòè ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíåòó? (Ì. Äèäèí)

Îòâåò. Çà 2n− 1 âçâåøèâàíèå.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî çà 2n − 1 âçâåøèâàíèå

ìîæíî íàéòè ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíåòó. Áîëåå òî÷íî, ìû äîêàæåì

ïî èíäóêöèè ïî n, ÷òî ñàìóþ òÿæ�åëóþ èç n > 2 äàííûõ ìîíåò

ìîæíî îïðåäåëèòü çà 2n−1 âçâåøèâàíèå, èìåÿ òðîå âåñîâ, îäíè
èç êîòîðûõ, âîçìîæíî, èñïîð÷åíû.

Åñëè n = 2, òî âçâåñèì äàííûå äâå ìîíåòû ïî î÷åðåäè íà

òð�åõ ðàçíûõ âåñàõ. Åñëè ïðè îäíîì èç âçâåøèâàíèé âåñû îêà-

çàëèñü â ðàâíîâåñèè, òî ýòè âåñû èñïîð÷åíû, çíà÷èò, ìû ìî-

æåì îïðåäåëèòü áîëåå òÿæ�åëóþ ìîíåòó ïî ïîêàçàíèÿì ëþáûõ èç

îñòàëüíûõ âåñîâ. Åñëè ðàâíîâåñèÿ íè ðàçó íå áûëî, òî êàêàÿ-òî

èç ìîíåò ïåðåâåñèò õîòÿ áû äâà ðàçà � îíà è åñòü áîëåå òÿæ�åëàÿ,

òàê êàê íåâåðíûé ðåçóëüòàò ìîãóò äàâàòü òîëüêî îäíè âåñû. Ýòî

äà�åò áàçó èíäóêöèè.
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Ïóñòü òåïåðü n > 3. Âûáåðåì äâå ìîíåòû è äâîå âåñîâ è

ñðàâíèì çà ïåðâûå äâà âçâåøèâàíèÿ ýòè ìîíåòû äðóã ñ äðóãîì

íà ïåðâûõ è íà âòîðûõ âåñàõ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. Îáà ðàçà ïåðåâåøèâàëà îäíà è òà æå èç äâóõ ìîíåò; íà-

çîâ�åì å�å ìîíåòîé a, à âòîðóþ èç íèõ�ìîíåòîé b. Òàê êàê õîòÿ

áû îäíè èç äâóõ âåñîâ ïðàâèëüíûå, òî ìîíåòà a äåéñòâèòåëüíî

òÿæåëåå ìîíåòû b. Çíà÷èò, b íå ñàìàÿ òÿæ�åëàÿ. Çàäà÷à ñâîäèò-

ñÿ ê òîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ èç n − 1 ìîíåòû:

ìîíåòû a è n − 2 ìîíåò, íå ó÷àñòâîâàâøèõ â ïåðâûõ äâóõ âçâå-

øèâàíèÿõ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòî

çà 2n−3 âçâåøèâàíèÿ. Âìåñòå ñ ïåðâûìè äâóìÿ âçâåøèâàíèÿìè
ïîëó÷àåì 2n− 1 âçâåøèâàíèå.

2. Ëèáî îäíî èç ïåðâûõ äâóõ âçâåøèâàíèé äàëî ðàâíîâå-

ñèå, ëèáî ðåçóëüòàòû ïåðâûõ äâóõ âçâåøèâàíèé ïðîòèâîðå÷àò

äðóã äðóãó: îäèí ðàç ïåðåâåñèëà îäíà ìîíåòà, à äðóãîé � äðó-

ãàÿ. Çíà÷èò, îäíè èç äâóõ èñïîëüçîâàííûõ âåñîâ òî÷íî èñïîð÷å-

íû. Âîçüì�åì òðåòüè âåñû. Òîãäà îíè îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíûå.

Èñïîëüçóÿ èõ, ìû ëåãêî ìîæåì îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìî-

íåòó çà n − 1 âçâåøèâàíèå: ñðàâíèâàåì ïåðâóþ ìîíåòó ñî âòî-

ðîé, áîëåå òÿæ�åëóþ èç íèõ ñ òðåòüåé, áîëåå òÿæ�åëóþ èç íèõ ñ

÷åòâ�åðòîé è ò. ä. äî ïîñëåäíåé. Âìåñòå ñ ïåðâûìè äâóìÿ âçâåøè-

âàíèÿìè ïîëó÷àåì n+ 1 < 2n− 1 (òàê êàê n > 2) âçâåøèâàíèå.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíåå, ÷åì çà 2n− 1 âçâåøèâàíèå, çà-

âåäîìî îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíåòó íåëüçÿ. Äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî å�å íåëüçÿ îïðåäåëèòü ðîâíî çà 2n−2 âçâåøèâàíèÿ,
òàê êàê ìîæíî äîáàâèòü ïðîèçâîëüíûå âçâåøèâàíèÿ è èãíîðè-

ðîâàòü èõ ðåçóëüòàòû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: èìååòñÿ àëãî-

ðèòì äåéñòâèé, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíå-

òó çà 2n− 2 âçâåøèâàíèÿ.

Ïðîíóìåðóåì ìîíåòû ÷èñëàìè 1, . . . , n. Ñäåëàåì ïåðâûå

2n− 3 âçâåøèâàíèÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â

êàæäîì èç íèõ ïåðåâåøèâàëà ìîíåòà ñ á�îëüøèì íîìåðîì. Ñî-

ãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå, ñðåäè ìîíåò ñ íîìåðàìè 1, . . . , n− 1
íàéä�åòñÿ òàêàÿ, êîòîðàÿ çà ïðîèçâåä�åííûå 2n − 3 âçâåøèâàíèé

¾ïðîèãðûâàëà¿ (îêàçûâàëàñü áîëåå ë�åãêîé) íå áîëåå îäíîãî ðà-

çà; îáîçíà÷èì íîìåð ýòîé ìîíåòû ÷åðåç k. Êîíå÷íî æå, ìîíåòà
ñ íîìåðîì n íè ðàçó íå ¾ïðîèãðûâàëà¿. Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå ðå-
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çóëüòàòû âçâåøèâàíèé âîçìîæíû. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå ìîãëî

ïðîèçîéòè ïî êðàéíåé ìåðå â ñëåäóþùèõ äâóõ ñèòóàöèÿõ.

(À) Ìîíåòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ìàññ è âñå âåñû (â

òîì ÷èñëå, èñïîð÷åííûå) ïîêàçûâàëè ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû âî

âñåõ âçâåøèâàíèÿõ.

(Á) Ìîíåòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ìàññ, çà èñêëþ-

÷åíèåì ìîíåòû íîìåð k, êîòîðàÿ ñàìàÿ òÿæ�åëàÿ. Ïðè ýòîì òå

âåñû, íà êîòîðûõ ìîíåòà íîìåð k ¾ïðîèãðàëà¿, èñïîð÷åíû, è â

ýòîì âçâåøèâàíèè ïîêàçàëè íåâåðíûé ðåçóëüòàò, à â îñòàëüíûõ

âçâåøèâàíèÿõ âñå âåñû ïîêàçûâàëè âåðíûå ðåçóëüòàòû.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Â ïîñëåäíåì, (2n − 2)-ì âçâåøèâàíèè, íå ó÷àñòâóåò ìî-

íåòà ñ íîìåðîì k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïÿòü ïåðåâåñèëà ìîíå-

òà ñ á�îëüøèì íîìåðîì. Òîãäà êàæäàÿ èç ñèòóàöèé (À) è (Á)

ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíà.

2. Â ïîñëåäíåì âçâåøèâàíèè ó÷àñòâóåò ìîíåòà ñ íîìåðîì k.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ïåðåâåñèëà. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, âîç-

ìîæíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ (À), è ïîñëåäíåå âçâåøèâàíèå

âûïîëíÿëîñü íà èñïîð÷åííûõ âåñàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçìîæ-

íî, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ (Á), è â ïîñëåäíåì âçâåøèâàíèè

âåñû ïîêàçàëè ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò.

Èòàê, êàêèì áû íè áûëî îäíî îñòàâøååñÿ âçâåøèâàíèå, åãî

ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü òàêîâ, ÷òî ïîñëå íåãî êàæäàÿ èç ñèòóà-

öèé (À) è (Á) áóäåò ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíîé. Òîãäà êàæäàÿ èç

ìîíåò k è n ìîæåò áûòü ñàìîé òÿæ�åëîé, òî åñòü íàì íå óäàëîñü

îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæ�åëóþ ìîíåòó.

11.4. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ABCD. Ñôåðà ωA êàñàåòñÿ ãðà-

íè BCD, à òàêæå ïëîñêîñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ñàìèõ ãðà-

íåé. Àíàëîãè÷íî, ñôåðà ωB êàñàåòñÿ ãðàíè ACD, à òàêæå ïëîñ-
êîñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ñàìèõ ãðàíåé. Ïóñòü K � òî÷êà êà-

ñàíèÿ ñôåðû ωA ñ ïëîñêîñòüþ ACD, à L � òî÷êà êàñàíèÿ ñôå-

ðû ωB ñ ïëîñêîñòüþ BCD. Íà ïðîäîëæåíèÿõ îòðåçêîâ AK è BL
çà òî÷êè K è L âûáðàíû òî÷êè X è Y ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî

∠CKD = ∠CXD + ∠CBD è ∠CLD = ∠CY D + ∠CAD. Äîêà-
æèòå, ÷òî òî÷êè X è Y ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû îòðåçêà CD.

(Ô. Áàõàðåâ)

Ðåøåíèå. Îòìåòèì òî÷êè K1 è L1 êàñàíèÿ âïèñàííîé ñôå-
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ðû ω òåòðàýäðà ñ ãðàíÿìè ACD è BCD ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå

òî÷êè K2 è L2 êàñàíèÿ ñôåð ωB è ωA ñ ýòèìè ãðàíÿìè. Ñôåðû

ω è ωA ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â òî÷êå A, ïîýòîìó òî÷êà K1

ëåæèò íà îòðåçêå AK. Àíàëîãè÷íî, òî÷êà L1 ëåæèò íà îòðåç-

êå BL.
Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè L1 è L2 èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îò-

íîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà BCD, òî åñòü ∠BCL1 = ∠DCL2,

∠DBL1 = ∠CBL2 è ∠CDL1 = ∠BDL2. Äîêàæåì ïåðâîå èç ýòèõ

ðàâåíñòâ; îñòàëüíûå äâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îáîçíà÷èì

÷åðåçM1 èM òî÷êè êàñàíèÿ ïëîñêîñòè ABC ñî ñôåðàìè ω è ωA
ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 5). Èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëü-

íûõ, ïðîâåä�åííûõ èç îäíîé òî÷êè ê ñôåðå, ñëåäóåò, ÷òî ñëåäó-

þùèå ïàðû òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ïî òð�åì ñòîðîíàì: 4CK1D =
= 4CL1D, 4AK1C = 4AM1C, 4BL1C = 4BM1C, 4CL2D =
= 4CKD, 4BL2C = 4BMC, 4AKC = 4AMC. Çíà÷èò,
∠BCL1 + ∠BCL2 = ∠BCM1 + ∠BCM = ∠ACM − ∠ACM1 =
= ∠ACK − ∠ACK1 = ∠DCK1 + ∠DCK = ∠DCL1 + ∠DCL2,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ∠BCL1 = ∠DCL2.

A B

C

D

K

K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1 L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1
L2

M1

MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

ω

ωA

A

B

C

D

K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1

L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1

M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1M1

N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1N1

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå çàäà÷è è äîêàçàííóþ èçîãîíàëüíóþ ñî-

ïðÿæ�åííîñòü òî÷åê L1 è L2, ïîëó÷àåì, ÷òî ∠CXD = ∠CKD −
− ∠CBD = ∠CL2D − ∠CBD = ∠BCL2 + ∠BDL2 = ∠DCL1 +
+ ∠CDL1 = 180◦ − ∠CL1D = 180◦ − ∠CK1D. Ñëåäîâàòåëüíî,
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÷åòûð�åõóãîëüíèê CK1DX âïèñàííûé. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëè-

âàåòñÿ âïèñàííîñòü ÷åòûð�åõóãîëüíèêà CL1DY .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N1 òî÷êó êàñàíèÿ ñôåðû ω è ãðàíè ABD.

Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ 4AK1C = 4AM1C è ðàâåí-

ñòâà àíàëîãè÷íûõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê ïÿòè

îñòàëüíûì ð�åáðàì òåòðàýäðà ABCD, ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. 6), ÷òî

2∠AK1C = ∠AK1C + ∠AM1C = (360◦ − ∠AK1D − ∠CK1D) +
+(360◦−∠AM1B−∠BM1C) = 360◦−∠AN1D−∠CL1D+360◦−
− ∠AN1B − ∠BL1C = ∠BL1D + ∠BN1D = 2∠BL1D. Òàê êàê

òî÷êè K1 è L1 ëåæàò íà îòðåçêàõ AX è BY ñîîòâåòñòâåííî, îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∠CK1X = ∠DL1Y .

A
B

C

D
K

L

K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1K1
L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1L1

X

Y

Ðèñ. 7

Ïîâåðí�åì ïëîñêîñòü BCD âîêðóã ïðÿìîé CD òàê, ÷òî-

áû îíà ñîâìåñòèëàñü ñ ïëîñêîñòüþ ACD è ïðè ýòîì òðå-

óãîëüíèê CL1D ñîâìåñòèëñÿ ñ ðàâíûì åìó òðåóãîëüíè-

êîì CK1D. Ïðè ýòîì ïîâîðîòå îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî

÷åòûð�åõóãîëüíèêà CL1DY , ïåðåéä�åò â îêðóæíîñòü γ, îïèñàí-
íóþ îêîëî ÷åòûð�åõóãîëüíèêà CK1DX. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êà Y
ïåðåéä�åò â íåêîòîðóþ òî÷êó Y ′ íà îêðóæíîñòè γ. Èç ðàâåíñòâà
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óãëîâ ∠CK1X = ∠DL1Y = ∠DK1Y
′ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè X è Y ′

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàìåòðà îêðóæíîñòè γ, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî õîðäå CD. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè X è Y ′, à çíà÷èò, è
òî÷êè X è Y ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû îòðåçêà CD.

18



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü

11 êëàññ
11.5. Ðàäèóñû ïÿòè êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ω0, ω1, ω2, ω3,

ω4 îáðàçóþò â óêàçàííîì ïîðÿäêå ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì q. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì q ìîæíî íàðèñî-

âàòü íåçàìêíóòóþ ëîìàíóþ A0A1A2A3A4, ñîñòîÿùóþ èç ÷å-

òûð�åõ îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû, â êîòîðîé Ai ëåæèò íà ωi ïðè
âñåõ i = 0, 1, 2, 3, 4? (È. Áîãäàíîâ)

Îòâåò. Ïðè q =
√

5 + 1
2

.

Ðåøåíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q > 1. Ïóñòü ðàäèóñ ωi ðàâåí
Ri = Rqi.

Âûáåðåì íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ` è ïîïûòàåìñÿ ïîñòðî-

èòü òðåáóåìóþ ëîìàíóþ ñ îòðåçêàìè äëèíû `, ñòàðòóÿ ñ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè A0 ∈ ω0. Ïóñòü òî÷êà Ai ∈ ωi óæå ïîñòðîåíà.

Ðàññòîÿíèÿ îò íå�å äî òî÷åê îêðóæíîñòè ωi+1 ïðîáåãàþò îòðå-

çîê [Ri+1 −Ri, Ri+1 +Ri], òî åñòü [Rqi(q− 1), Rqi(q+ 1)]. Òî÷êó
Ai+1 ìîæíî ïîñòðîèòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ` ïðèíàä-
ëåæèò ýòîìó îòðåçêó. Çíà÷èò, ëîìàíóþ óäàñòñÿ ïîñòðîèòü òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Rqi(q − 1) 6 ` 6 Rqi(q + 1) ïðè âñåõ

i = 0, 1, 2, 3.
Ïîñêîëüêó q > 1, ýòà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ðàâíîñèëüíà íåðà-

âåíñòâàì Rq3(q − 1) 6 ` 6 R(q + 1). Äëèíà `, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
èì, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q3(q − 1) 6 q + 1,
òî åñòü q4 − q3 − q − 1 6 0, èëè (q2 − q − 1)(q2 + 1) 6 0. Íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå q, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó íåðàâåíñòâó, åñòü

q =
√

5 + 1
2

.

11.6. Íà ñòîðîíå AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñíîâà-

íèåì BC âçÿòà òî÷êà D. Íà ìåíüøåé äóãå CD îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD, âûáðàíà òî÷êà K. Ëó÷

CK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC è ïðîõîäÿùóþ ÷å-

ðåç A, â òî÷êå T . Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà DT . Äîêàæèòå,
÷òî ∠AKT = ∠CAM . (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïðîäëèì îòðåçîê AM íà åãî äëèíó çà òî÷êó

M , ïîëó÷èì òî÷êó N òàêóþ, ÷òî ADNT �ïàðàëëåëîãðàìì. Ïî-

ñêîëüêó ∠ANT = ∠CAM , äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïî-
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êàçàòü, ÷òî ∠AKT = ∠ANT , èëè ÷òî òî÷êè A, T , N , K ëåæàò

íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 3).
A

B C

D

K

T

M

N
SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

Ðèñ. 3

Ïóñòü ND ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå S; òîãäà DS ‖ BC, è
BSDC �ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. Ìû äîêàæåì, ÷òî òî÷êè K è N
ëåæàò íà îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà AST .

Èìååì ∠ATN = ∠ADN = 180◦ − ∠SDA = 180◦ − ∠ASD,
çíà÷èò, N ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω. Èç îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðàïåöèè BSDC, èìååì ∠SKT = ∠SBC = 180◦−∠SAT ,
ïîýòîìó K ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

11.7. Äàíû íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèì a0 = n, ak = P (ak−1) ïðè

âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

b â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . åñòü ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ

b-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1. Äîêàæèòå, ÷òî
ìíîãî÷ëåí P (x)�ëèíåéíûé. (Ì. Àíòèïîâ)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì b
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . âñòðåòèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíî-

ãî b-õ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè èõ êîëè÷åñòâî êîíå÷íî, è íàèáîëüøàÿ èç íèõ� ýòî

N = xb, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âñòðåòèòñÿ íè îäíîé Nb-é
ñòåïåíè, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïîëîæèì dk = ak+1 − ak; òîãäà ak+1 ≡ ak (mod dk).
Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà öåëûå, èç a ≡
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≡ a′ (mod dk) ñëåäóåò P (a) ≡ P (a′) (mod dk). Îòñþäà íåïî-
ñðåäñòâåííîé èíäóêöèåé ïî s ïîëó÷àåì, ÷òî ak+s+1 ≡ ak+s
(mod dk), òî åñòü ak+s ≡ ak (mod dk) ïðè âñåõ s > 0.

Ëåììà. ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà dk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p` �ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïðî-

ñòîãî ÷èñëà p, äåëÿùàÿ dk; äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ak(ak − 1)
äåëèòñÿ íà p`. Ïîëîæèì b = p`−1(p − 1)`; ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ

âûøå, íàéä�åòñÿ òàêîé èíäåêñ s > k, ÷òî as = mb ïðè íàòóðàëü-

íîì m; ïðè ýòîì as ≡ ak (mod p`).
Åñëè m íå äåëèòñÿ íà p, òî ïî òåîðåìå Ýéëåðà as =

=
(
mp`−1(p−1)

)`
≡ 1` ≡ 1 (mod p`), îòêóäà ak ≡ 1 (mod p`).

Åñëè æåm äåëèòñÿ íà p, òî as äåëèòñÿ íà p
`, à çíà÷èò, è ak òîæå.

Â ëþáîì ñëó÷àå ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà p`, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �
Ñîãëàñíî ëåììå, äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà

dk = P (ak)−ak; ïðè ýòîì ïî óñëîâèþ ñðåäè öåëûõ ÷èñåë ak áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ. Â ÷àñòíîñòè, |x(x − 1)| > |Q(x)| ïðè
áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå öåëûõ çíà÷åíèé x (ãäå Q(x) = P (x)−x).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) (è, êàê
ñëåäñòâèå, ìíîãî÷ëåíà Q(x)) áîëüøå 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî âû-

øå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ öåëûõ x ëèøü

òîãäà, êîãäà Q(x) � êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôè-

öèåíòîì ±1, òî åñòü Q(x) = ±x2 + ux + v. Â ýòîì ïîñëåäíåì

ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà Q(x) ∓ x(x − 1) = (u ± 1)x + v äå-
ëÿòñÿ íà Q(x) äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà öåëûõ x; ýòî ìî-

æåò áûòü ëèøü åñëè Q(x) = ±x(x − 1), òî åñòü P (x) = x2 èëè

P (x) = 2x− x2 = 1− (x− 1)2.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ak = n2
k
, òî åñòü ak íå ìîæåò áûòü

íå÷�åòíîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, åñëè n íå ÿâëÿåòñÿ òà-

êîâîé ñòåïåíüþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå P (x) 6 1 ïðè âñåõ x, òî åñòü
P (x) íå ìîæåò áûòü ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíåíî; çíà÷èò, P (x) ëè-
íååí.

11.8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Èç 26 åäèíè÷íûõ áåëûõ êóáèêîâ è îäíîãî

÷�åðíîãî êóáèêà ñîáèðàåòñÿ êóá 3× 3× 3 òàê, ÷òî ÷�åðíûé êóáèê

íàõîäèòñÿ â åãî öåíòðå. Èç n3 òàêèõ êóáîâ ñ ðåáðîì 3 ñîñòàâèëè
êóá ñ ðåáðîì 3n. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî áåëûõ êóáèêîâ
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ìîæíî ïåðåêðàñèòü â êðàñíûé öâåò òàê, ÷òîáû êàæäûé áåëûé

êóáèê èìåë õîòÿ áû îäíó îáùóþ âåðøèíó ñ êàêèì-íèáóäü êðàñ-

íûì? (È. Áîãäàíîâ)

Îòâåò. (n+ 1)n2.
Ðåøåíèå. Ââåä�åì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû öåíòðû

êóáèêîâ èìåëè êîîðäèíàòû îò 1 äî 3n ïî êàæäîé îñè. Êàæäîìó

êóáèêó ïðèñâîèì êîîðäèíàòû åãî öåíòðà. Òàêèì îáðàçîì, êóáèê

÷�åðíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî êîîðäèíàòû äàþò

îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3.
Îêðàñèì êðàñíûì âñå áåëûå êóáèêè ñ êîîðäèíàòàìè (a, b, c),

ãäå a äåëèòñÿ íà 3, à b ≡ c ≡ 2 (mod 3), à òàêæå âñå êóáèêè ñ

êîîðäèíàòàìè (1, b, c), ãäå b ≡ c ≡ 2 (mod 3). Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ïîëó÷èëîñü (n+1)n2 êðàñíûõ êóáèêîâ, è òðåáîâàíèÿ çàäà÷è
âûïîëíåíû. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äîáèòüñÿ òðåáóåìîãî íåëüçÿ,

îêðàñèâ ìåíåå (n+ 1)n2 êóáèêîâ.
Ïðè i = 1, 2, . . . , n ïîëîæèì w3i = i, w3i−1 = 0, w3i−2 =

= n + 1 − i; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (wi) âûãëÿäèò òàê: n, 0, 1, n −
−1, 0, 2, n−2, . . . , 1, 0, n. Çàïèøåì â êàæäûé êóáèê ñ êîîðäèíàòà-

ìè (a, b, c) ÷èñëî wawbwc (â ÷àñòíîñòè, â ÷�åðíûõ êóáèêàõ çàïè-

ñàíû íóëè). Òîãäà îáùàÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â áåëûõ

êóáèêàõ, îêàæåòñÿ ðàâíîé Σ = (w1 + . . .+ w3n)3 = n3(n+ 1)3.
Íàçîâ�åì öåíîé S(X) êóáèêà X ñóììó ÷èñåë âî âñåõ êó-

áèêàõ, èìåþùèõ ñ íèì îáùóþ âåðøèíó (âêëþ÷àÿ ñàì X). Òî-

ãäà â ëþáîé îêðàñêå, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì, ñóììà

öåí êðàñíûõ êóáèêîâ íå ìåíüøå, ÷åì Σ. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

S(X) 6 (n + 1)2n äëÿ ëþáîãî áåëîãî êóáèêà X. Èç ýòîãî áó-

äåò ñëåäîâàòü, ÷òî â êðàñíûé öâåò íàäî îêðàñèòü íå ìåíåå, ÷åì
Σ

(n+ 1)2n
= (n+ 1)n2 êóáèêîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïóñòü (a, b, c)�êîîðäèíàòû êóáèêà X. Àáñöèññû âñåõ êóáè-

êîâ, èìåþùèõ ñ íèì îáùóþ âåðøèíó, ðàâíû a èëè a ± 1; òà-
êîå æå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ îñòàëüíûõ êîîðäèíàò. Ïîýòîìó

S(X) = (wa−1 + wa + wa+1)(wb−1 + wb + wb+1)(wc−1 + wc +
+ wc+1), ãäå ìû ïîëàãàåì w0 = w3n+1 = 0. Îñòàëîñü çàìå-

òèòü. ÷òî wt−1 + wt + wt+1 = n, åñëè t 6≡ 2 (mod 3), èíà÷å
wt−1 +wt +wt+1 = n+ 1. Ïîñêîëüêó íå âñå êîîðäèíàòû X äàþò

îñòàòîê 2, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî S(X) 6 (n+ 1)2n.
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