
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿùèå èçîäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N . ×òîáû ïî-ëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ð ïðèáàâèòü 2,à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïî íå÷¼òíîé öè�ðå.Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñëî N? Íàéäèòå âñå âîç-ìîæíûå îòâåòû. (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. Öè�ðîé 6.�åøåíèå. Ïî óñëîâèþ, M = 3N , çíà÷èò, ÷èñëî A = M −
−N = 2N ÷¼òíî. Íî, ïî óñëîâèþ, ÷èñëî A ñîñòàâëåíî èç íå÷åò-íûõ öè�ð è äâîéêè. Çíà÷èò, A îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Ïîýòîìó âäâîåìåíüøåå ÷èñëî N îêàí÷èâàåòñÿ ëèáî íà 1, ëèáî íà 6.Ïîêàæåì, ÷òî N íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 1. Åñëè N îêàí-÷èâàåòñÿ íà 1, òî ïðè åãî óäâîåíèè íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñà äå-ñÿòêà èç ïîñëåäíåãî â ïðåäïîñëåäíèé ðàçðÿä. Çíà÷èò, ïðåäïî-ñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà A = 2N áóäåò ÷¼òíîé, à îíà äîëæíà áûòüíå÷¼òíîé. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Ïàðû ÷èñåë N è M , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèþ, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, N = 16, M = 48. Áîëåå òîãî, òàêèõïàð áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âñå ïîäõîäÿùèå ÷èñëà N îïèñûâàþòñÿòàê: ïåðâàÿ öè�ðà � 1 èëè 2, äàëåå íåñêîëüêî (âîçìîæíî, íîëü)öè�ð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 5 èëè 6, è ïîñëåäíÿÿ öè�ðà 6.Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò è ïðèìåð ÷èñëà N ñ öè�ðîé 6íà ïîñëåäíåì ìåñòå � 1 áàëë.Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà M íà 2 áîëüøåïîñëåäíåé öè�ðû ÷èñëà N � 1 áàëë.Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà N ìîæåò áûòü òîëüêîåäèíèöåé èëè øåñò¼ðêîé � 2 áàëëà.Áàëëû çà ðàçëè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ ïðèâåäåíèå ïðèìåðà òà-êîãî ÷èñëà. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íèêàêàÿ öè�ðà, êðîìå 6,ïîñëåäíåé îêàçàòüñÿ íå ìîæåò.4



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü9.2. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABCñ ãèïîòåíóçîé AB, êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷-êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü B1H � âûñîòà òðåóãîëü-íèêà A1B1C1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà H ëåæèò íà áèññåêòðèñå óã-ëà CAB. (Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ∠A1C1B1 = 45◦. Èìåííî, èç ðàâ-íîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ AB1C1 è BA1C1 èìååì ∠AC1B1 =
= 90◦−1

2 ∠BAC è ∠BC1A1 = 90◦−1
2 ∠ABC, à òîãäà ∠A1C1B1 =

= 180◦ − ∠AC1B1 − ∠BC1A1 = 1
2 (∠BAC + ∠ABC) = 45◦.
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H�èñ. 1Èòàê, îñòðûé óãîë â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå △B1HC1ðàâåí 45◦; çíà÷èò, ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé. Ïîýòîìóòî÷êà H ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó B1C1.Íî ýòèì æå ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðè-ñà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà AB1C1. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî òî÷-êà H ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà CAB.Çàìå÷àíèå. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ðàâåíñòâ ∠B1C1H =
= ∠C1B1H = 45◦ ìîæíî äåéñòâîâàòü è ïî-äðóãîìó. Èìåííî,òðåóãîëüíèêè AB1H è AC1H ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì (AB1 =
= AC1, B1H = C1H) è óãëó ìåæäó íèìè; ïîýòîìó ∠B1AH =
= ∠C1AH.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ∠A1C1B1 = 45◦ �2 áàëëà.9.3. Ìîæíî ëè ðàçáèòü êëåò÷àòóþ äîñêó 12 × 12 íà óãîëêè èç òð¼õñîñåäíèõ êëåòîê òàê, ÷òîáû êàæäûé ãîðèçîíòàëüíûé èêàæäûé âåðòèêàëüíûé ðÿä êëåòîê äîñêè ïåðåñåêàë îäíî è òîæå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ? (�ÿä ïåðåñåêàåò óãîëîê, åñëè ñîäåðæèòõîòÿ áû îäíó åãî êëåòêó.) (Ä. Õðàìöîâ)5



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÎòâåò. Íåëüçÿ.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå íàøëîñü.�àññìîòðèì ïåðâóþ è âòîðóþ ñíèçó ãîðèçîíòàëè äîñêè; îáîçíà-÷èì èõ H1 è H2. Êàæäûé óãîëîê íà äîñêå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äâó-ìÿ ñîñåäíèìè ãîðèçîíòàëÿìè. Çíà÷èò, åñëè óãîëîê ïåðåñåêàåòñÿñ H1, òî îí ïåðåñåêàåòñÿ è ñ H2. Òåïåðü, åñëè ãîðèçîíòàëü H2ïåðåñåêàåò êàêîé-òî óãîëîê, íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ H1, òî îíà ïå-ðåñåêàåò áîëüøå óãîëêîâ, ÷åì H1, ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, âñåóãîëêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ïåðâîé èëè âòîðîé ãîðèçîíòàëÿìè, íåâûõîäÿò çà èõ ïðåäåëû è îáðàçóþò âìåñòå ãîðèçîíòàëüíóþ ïî-ëîñó H ðàçìåðà 2× 12.Àíàëîãè÷íî, âñå óãîëêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ïåðâîé èëè âòî-ðîé ñëåâà âåðòèêàëÿìè V1 è V2, îáðàçóþò âìåñòå âåðòèêàëüíóþïîëîñó V ðàçìåðà 12 × 2. Â òàêîì ñëó÷àå âñå óãîëêè, ïåðåñåêà-þùèåñÿ ñ ëåâûì íèæíèì êâàäðàòîì 2 × 2, äîëæíû ëåæàòü êàêâ H, òàê è â V , òî åñòü äîëæíû ëåæàòü â ýòîì êâàäðàòå. Íî òî-ãäà êâàäðàò 2 × 2 äîëæåí ðàçáèòüñÿ íà òð¼õêëåòî÷íûå óãîëêè,÷òî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî (âåðòèêàëüíàÿ èëèãîðèçîíòàëüíàÿ) ïîëîñà ðàçìåðà 2× 12 ñ êðàÿ äîñêè ïîëíîñòüþçàìîùåíà óãîëêàìè � 3 áàëëà.9.4. Ïî êðóãó âûïèñàíû 1000 ÷èñåë. Ïåòÿ âû÷èñëèë ìîäóëè ðàçíî-ñòåé ñîñåäíèõ ÷èñåë, Âàñÿ � ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷èñåë, ñòîÿùèõ÷åðåç îäíî, à Òîëÿ �ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷èñåë, ñòîÿùèõ ÷åðåç äâà.Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå Ïåòèíî ÷èñëî áîëüøå ëþáîãî Âàñèíîãî õî-òÿ áû âäâîå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå Òîëèíî ÷èñëî íå ìåíüøå ëþ-áîãî Âàñèíîãî. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü v �íàèáîëüøåå èç Âàñèíûõ ÷èñåë, à t�êàêîå-òî èç Òîëèíûõ (ñêàæåì, t = |a − d|, ãäå a, b, c, d�÷åòûðåâûïèñàííûõ ïîäðÿä ÷èñëà). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî t > v.Ñðåäè Ïåòèíûõ ÷èñåë âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî |a − b|; çíà÷èò,
|a− b| > 2v. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |b − d|� îäíî èç Âàñèíûõ ÷è-ñåë; çíà÷èò, |b − d| 6 v. Èòàê, t = |a − d| = |(a − b) + (b − d)| >
> |a− b| − |b− d| > 2v − v = v, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ëþáîå Òîëèíî ÷èñëîíå ìåíüøå êàêîãî-òî Âàñèíîãî � 0 áàëëîâ.6


