
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññ11.5. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå 2013 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òîñóììà ëþáûõ 2012 èç íèõ íå ìåíüøå êâàäðàòà îñòàâøåãîñÿ?(Î. Ïîäëèïñêèé)Îòâåò. Íå ñóùåñòâóþò.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà íàøëèñü. Ïî-ñêîëüêó îíè ðàçëè÷íû è èõ 2013, íàèáîëüøåå èç íèõ íå ìåíü-øå 2013; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç a. Òîãäà ñóììà âñåõ îñòàëüíûõ íåïðåâîñõîäèò 2012a, à åãî êâàäðàò ðàâåí a2 > 2013a, òî åñòü îíáîëüøå ýòîé ñóììû. Ïðîòèâîðå÷èå.Êîììåíòàðèé. �àññìîòðåíî ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë è çà-ìå÷åíî, ÷òî îíî íå ìåíüøå 2013 � 2 áàëëà.11.6. Òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ωx, ωy, ωz ðàäèó-ñîâ rx, ry, rz ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé tè êàñàþòñÿ åå â òî÷êàõ X, Y , Z ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî
Y � ñåðåäèíà îòðåçêà XZ, rx = rz = r, à ry > r. Ïóñòü p� îä-íà èç îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì ωx è ωy, à
q� îäíà èç îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì ωy è
ωz. Â ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ p, q, t îáðàçîâàëñÿ íåðàâíîáåäðåííûéòðåóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíî-ñòè ðàâåí r. (Ï. Êîæåâíèêîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåðøèíû äàííîãî òðåóãîëü-íèêà ÷åðåç A, B, C, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Ïóñòü q′ � âòîðàÿîáùàÿ âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê ωy è ωz, à t′ � âòîðàÿ èõ îáùàÿâíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ è B′ òî÷êè ïåðåñå÷å-íèÿ ïðÿìîé t′ ñ q è t ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç M è N � òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé q′ ñ t è t′ ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì òàêæåöåíòðû îêðóæíîñòåé ωx, ωy è ωz ÷åðåç Ix, Iy è Iz ñîîòâåòñòâåí-íî. Ïðÿìàÿ p ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé IyY ïåðå-õîäèò ëèáî â q, ëèáî â q′. Íî, åñëè îíà ïåðåõîäèò â q, òî òðå-óãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, p è q′ ñèììåòðè÷íûîòíîñèòåëüíî IyY . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðÿìûå q è q′, à òàêæå
t è t′ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ IyIz . Çíà÷èò,
∠B′A′C = ∠NMB′ = ∠BAC. Êðîìå òîãî, ∠ACB = ∠A′CB′14



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü
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ωy �èñ. 5êàê âåðòèêàëüíûå. Èòàê, òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ïîäîáíûïî äâóì óãëàì.Íàêîíåö, ωy �èõ îáùàÿ âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþ-ùàÿñÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí AC è A′C; çíà÷èò, êîý��èöèåíòèõ ïîäîáèÿ ðàâåí 1, è ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Ïîýòîìó ðàäèó-ñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C, òàê-æå ðàâíû. Íî îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â A′B′C � ýòî ωz, îòêóäàè ñëåäóåò òðåáóåìîå.Çàìå÷àíèå. Âàðèàöèåé ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåä¼ííîãî âûøå,ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ñèììåòðè÷íûîòíîñèòåëüíî ïðÿìîé CIy.Âòîðîå ðåøåíèå. Îïÿòü îáîçíà÷èì âåðøèíû äàííîãî òðå-óãîëüíèêà A, B, C, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6. Ïóñòü ω0� âïèñàí-íàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC, è åå ðàäèóñ ðàâåí r0 = r/k(òåì ñàìûì, â çàäà÷å òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî k = 1). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç P , Q è T òî÷êè êàñàíèÿ ω0 ñ ïðÿìûìè p, q è t ñîîò-âåòñòâåííî, à ÷åðåç K è L� òî÷êè êàñàíèÿ ωy ñ ïðÿìûìè p è qñîîòâåòñòâåííî.Îáîçíà÷èì x = AT , z = CT = AC − x. Ïîêàæåì, ÷òî
AY = z. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ êîêðóæíîñòè è ðàâåíñòâà îòðåçêîâ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê ωy è ω0èìååì: AY −CT = AK−CQ = (PK−AP )− (QL−CL) = CL−
− AP = CY − AT = (AC − AY ) − (AC − CT ) = CT − AY ; òîåñòü AY − CT = CT −AY , îòêóäà AY = CT = z. 15



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
X

Y
ZA

B

C

K

L

P

Q

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

I

Ix

q

t

p

ωx

ωz

ωy

ω0

�èñ. 6Çàìåòèì, ÷òî x 6= z. Èíà÷å AT = AY , çíà÷èò, òî÷êè Y è Tñîâïàäàþò, à AC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé ωy è ω0 â ýòîé îáùåéòî÷êå. Â ýòîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê ABC ñèììåòðè÷åí îòíîñè-òåëüíî ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíîñòåé ωy è ω0, çíà÷èò, îí ðàâíî-áåäðåííûé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Ïóñòü I è Ix �öåíòðû îêðóæíîñòåé ω0 è ωx. Òðåóãîëüíèêè
ITA è IxXA ïîäîáíû, ïîýòîìó XA = IxX

IT · AT = r
r0

· AT =

= kAT = kx. Àíàëîãè÷íî, ZC = kz. Èç óñëîâèÿ XY = Y Zïîëó÷àåì XA+AY = ZC+CY ; çíà÷èò, kx+ z = kz+x, îòêóäà
(kx− x)− (kz − z) = 0, èëè (k − 1)(x − z) = 0. Ïî äîêàçàííîìó
x 6= z, çíà÷èò k = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Êîììåíòàðèé. Â âåðíîì ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùå-íèå íà AY −CY (ëèáî íà AT −CT èëè àíàëîãè÷íóþ âåëè÷èíó)áåç îáîñíîâàíèÿ òîãî �àêòà, ÷òî AY 6= CY � ñíèìàåòñÿ 1 áàëë.Òîò �àêò, ÷òî AY = CT , ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàí, íî íåäîêàçàí â ðàáîòå. Ïîñêîëüêó ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà, çà îòñóò-ñòâèå â ðàáîòå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.Òîëüêî äîêàçàíî ðàâåíñòâî AY = CT (èëè AT = CY ) �0 áàëëîâ (òàê êàê ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà).Çàäà÷à ñâåäåíà ê ðàâåíñòâó îòðåçêîâ AX = AT (èëè CT =
= CZ), íî ýòî ðàâåíñòâî íå äîêàçàíî � 2 áàëëà.11.7. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðè êàæäîì íå÷¼òíîì
n > 100 ÷èñëî 20n + 13n äåëèòñÿ íà k. (À. �îëîâàíîâ)16


