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11 êëàññ

Çàäà÷à 1. Êîëåáàíèÿ ñïèöû

�àññìîòðèì âðàùåíèå ñïèöû âîêðóã ëåâîãî êðàÿ ïîäñòàâêè. Êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé øàðèêîâ:
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m

2

(

L− l
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)2
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2
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ϕ̇2 =
m
(

L2 + l2
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4
ϕ̇2 ≈ mL2

4
ϕ̇2.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû:

Π = −mg
(

L− l

2

)

ϕ+mg

(

L+ l

2

)

ϕ = mglϕ.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó:

K̇ + Π̇ =
mL2

2
ϕ̈ϕ̇+mglϕ̇ = 0.

�àçäåëèâ íà ϕ̇ (ðåøåíèå ϕ̇ = 0 íàñ íå èíòåðåñóåò), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ðàâíî�

óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ:

ϕ̈ = −2gl

L2
.

Âðåìÿ τ , çà êîòîðîå ñïèöà âåðí¼òñÿ â ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå, íàéä¼ì èç

óñëîâèÿ:

ϕ̈τ2

2
= −ϕ0, îòêóäà, τ =

√

ϕ0

gl
L.

Ïîñëå òîãî, êàê ñïèöà âåðí¼òñÿ â ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå, îíà íà÷í¼ò äâè�

æåíèå îòíîñèòåëüíîãî ïðàâîãî óãëà ïîäñòàâêè, çàòåì ñíîâà îòíîñèòåëüíî ëå�

âîãî è òàê äàëåå. Ïåðèîä òàêîãî äâèæåíèÿ:

T = 4τ = 4L

√

ϕ0

gl
.

Çàäà÷à 2. Òðîå â ïîëå, íå ñ÷èòàÿ êîíäåíñàòîðà
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×åðåç äîñòàòî÷íî áîëüøîå âðåìÿ, êîíäåíñàòîð

çàðÿäèòñÿ òàê, ÷òî òîê ÷åðåç íåãî òå÷ü íå áóäåò, è

òîêè âî âñåé öåïè óñòàíîâÿòñÿ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

òîêè òåêóò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå (ðèñ. 23).

Çàêîí Êèðõãî�à äëÿ êîíòóðîâ:

AFEB : EAFEB = 5I1r + 3I2r, (6)

AGDB : EAGDB = 5I1r + I3r, (7)
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è ïåðâûé çàêîí Êèðõãî�à äëÿ òî÷êè D:

I1 = I2 + I3.

Èç çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ:

EAFEB =
d(B · 3a2)

dt
= 3ka2, EAGDB = 2ka2. (8).

Îáîçíà÷èì

ka2

r
= I0. Òîãäà ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (6), (7), (8), ïîëó÷èì:

I1 =
9

23
I0, I2 =

8

23
I0, I3 =

1

23
I0.

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ k > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî òîê I1 íà ó÷àñòêå AB òå÷¼ò îò B ê A.

�àññìîòðèì êîíòóð AHCB.

I0r = ka2 = EAHCB = I1 · 3r + UC ,

çäåñü UC � íàïðÿæåíèå ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà.

Ñëåäîâàòåëüíî:

UC = − 4

23
ka2, îòêóäà Q =

4

23
Cka2,

ïðè ýòîì çàðÿä âåðõíåé îáêëàäêè îòðèöàòåëüíûé, íèæíåé � ïîëîæèòåëüíûé.

Òåïëîâàÿ ìîùíîñòü â öåïè ðàâíà ñóììå ìîùíîñòåé íà âñåõ ïðîâîäíèêàõ:

N = 5I21r + 3I22r + I23r =
26

23

k2a4

r
, îòêóäà W = Nτ =

26

23

k2a4

r
τ.

Çàäà÷à 3. Âîññòàíîâëåíèå ëèíçû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåðæåíü ñ èñòî÷íèêàìè � îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíè�

êà (íàïðèìåð, AB), òî÷êè A1 è B1 � èõ èçîáðàæåíèÿ (ðèñ. 24). Òîãäà ëó÷è

AA1 è BB1 ïåðåñåêàþòñÿ íà ñåðåäèíå ñòîðîíû BB1 â òî÷êå O, êîòîðàÿ ÿâëÿ�

åòñÿ öåíòðîì ëèíçû. Ëó÷, èäóùèé îò A ÷åðåç B, ïðåëîìëÿåòñÿ â ïëîñêîñòè

ëèíçû è èä¼ò äàëåå ÷åðåç èõ èçîáðàæåíèå A1 è B1. Òîãäà ñåðåäèíà AB òî÷êà

K ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè ëèíçû. Íî â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü ëèíçû OK ïåðå�

ñåêàåò ñòåðæåíü AB, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð òðåóãîëüíèêà �

îäèí èç êîíöîâ ñòåðæíÿ.
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�àññìîòðèì ýòîò âàðèàíò. Ïðÿìûå AB è A1B1 ïåðåñåêàþòñÿ íà ñåðåäèíå

A1B1 â òî÷êå K, ïðèíàäëåæàùåé ïëîñêîñòè ëèíçû (ðèñ. 25). Èòàê, OK �

ïëîñêîñòü ëèíçû, òî÷êà O � å¼ öåíòð. Ïðÿìàÿ PQ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O

ïåðïåíäèêóëÿðíî OK � ãëàâíàÿ îïòè÷åñêàÿ îñü. Òî÷êè A1 è B1 � êîíöû èçîá�

ðàæåíèÿ. Ñàìî èçîáðàæåíèå ¾ðàçîðâàíî¿ è ïðåäñòàâëÿåò äâà ëó÷à, ëåæàùèå

íà ïðÿìîé A1B1, óõîäÿùèå èç òî÷åê A1 è B1 íà áåñêîíå÷íîñòü.

Ëèíçà � ñîáèðàþùàÿ, òîëüêî òàêàÿ ëèíçà ìîæåò äàâàòü ¾ðàçîðâàííîå¿

èçîáðàæåíèå.

Îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå �îêóñîâ è �îêóñíîå ðàññòîÿíèå íåñëîæíî. Ïóñòèì

ëó÷ AM èç òî÷êè A ïàðàëëåëüíî îñè ëèíçû PQ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ

ëèíçû â òî÷êå M. Ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ ëó÷ ïîéä¼ò ÷åðåç èçîáðàæåíèå A1. Ïå�

ðåñå÷åíèå MA1 
 PQ � òî÷êà F è åñòü ãëàâíûé �îêóñ ëèíçû. Òàê êàê OK �

ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà, à òî÷êà O � ñåðåäèíà AA1, OF =
1

4
h, ãäå h �

âûñîòà òðåóãîëüíèêà, h =
3

2
AB =

3

2
l. Òàêèì îáðàçîì, �îêóñíîå ðàññòîÿíèå

OF =
3

8
l.

Çàäà÷à 4. Äàâëåíèå ãàçèðîâêè

Ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû â îáú¼ìå V ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ âîäû è

êðûøêîé óâåëè÷èâàåòñÿ äàâëåíèå ãàçà. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà óìåíüøåíèÿ ðàñ�

òâîðèìîñòè óãëåêèñëîãî ãàçà è åãî âûõîäà èç æèäêîñòè. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

ïðè ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðå t2 âíóòðè áóòûëêè äîëæíî îêàçàòüñÿ ìàêñè�

ìàëüíî äîïóñòèìîå äàâëåíèå p2.

Íàéä¼ì ìàññó óãëåêèñëîãî ãàçà, êîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíî îêàæåòñÿ â îáú¼ìå

V ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ñ t1 äî t2. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ðàñòâîðèìî�

ñòè óãëåêèñëîãî ãàçà ïðè ýòèõ òåìïåðàòóðàõ, âîñïîëüçîâàâøèñü ãðà�èêîì è

çàêîíîì �åíðè:

σ1 = σ′

1

p1
p0

≈ 4,50 ã/êã, σ2 = σ′

2

p2
p0

≈ 4,07 ã/êã,
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ãäå σ′

1 = 3 ã/êã è σ′

2 = 1,1 ã/êã � ðàñòâîðèìîñòè ïðè òåìïåðàòóðàõ t1 è t2 ïðè

àòìîñ�åðíîì äàâëåíèè, íàéäåííûå èç ãðà�èêà. Òàêèì îáðàçîì, èç-çà ðîñòà

òåìïåðàòóðû â îáú¼ìå V ìàññà óãëåêèñëîãî ãàçà óâåëè÷èëàñü íà ∆m = (σ1 −
− σ2)mâ

= 0,86 ã.

Åñëè ó÷åñòü åù¼ ìàññó m1 óãëåêèñëîãî ãàçà, êîòîðûé íàõîäèëñÿ íàä ïî�

âåðõíîñòüþ âîäà ïðè ãåðìåòèçàöèè áóòûëêè, òî âûðàæåíèå äëÿ îáùåé ìàññû

óãëåêèñëîãî ãàçà áóäåò òàêèì:

m2 = m1 +∆m =
p1V µ

RT1
+∆m.

Äàâëåíèå ýòîãî ãàçà â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå ðàâíî p2:

p2V =
m2

µ
RT2 = p1V

T2
T1

+
∆m

µ
RT2.

�èñ. 26

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé íàäâîäíûé îáú¼ì áó�

òûëêè:

V =
∆m

µ

RT1T2
p2T1 − p1T2

≈ 250 ñì3.

Îáú¼ì V ñêëàäûâàåòñÿ èç âåðõíåãî öèëèíäðè÷åñêîãî

îáú¼ìà V1 = πd2(H−h)/4 ≈ 21,2 ñì3

è íèæíåãî êîíè�

÷åñêîãî (óñå÷¼ííûé êîíóñ) V2 (ðèñ. 26). Äëÿ ðàñ÷¼òîâ

óäîáíî ðàçáèòü îáú¼ì �èãóðû ïî-äðóãîìó: îáú¼ì V

ê

êîíóñà è îáú¼ì V0, îñòàâøèéñÿ îò öèëèíäðà ïîñëå

èçúÿòèÿ êîíóñà (íà ðèñóíêå çàøòðèõîâàí):

V0 = 21,2 ñì3 − πd2(H − h)/12 ≈ 14,1 ñì3.

Èòàê,

V = 14,1 ñì3 +
πy3

12
≈ 250 ñì 3, îòêóäà y ≈ 10 ñì.

Íàêîíåö, äîïóñòèìûé óðîâåíü æèäêîñòè:

x = H − y ≈ 20 ñì.
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Çàäà÷à 5. Íåèñïðàâíàÿ ðàêåòà

PSfrag repla
ements

ϕ
S

L

l

�èñ. 27

Åñëè èñòî÷íèê çâóêà äâèæåòñÿ, òî ÷àñòîòà çâóêà,

êîòîðóþ ñëûøèò íåïîäâèæíûé íàáëþäàòåëü, ìîæåò

îòëè÷àòüñÿ îò èñïóñêàåìîé ÷àñòîòû. Ýòîò ý��åêò

íàçûâàåòñÿ ý��åêòîì Äîïëåðà. Âûâåäåì �îðìóëó

ý��åêòà Äîïëåðà äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ è

äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà.

Çà ïåðèîä âîëíû T èñòî÷íèê ñìåñòèòñÿ íà ðàñ�

ñòîÿíèå S = vT , à �ðîíò âîëíû ïðèáëèçèòñÿ ê íà�

áëþäàòåëþ íà ðàññòîÿíèå L = cT (ðèñ. 27). Òàêèì

îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó �ðîíòàìè â íàïðàâëåíèè ê íàáëþäàòåëþ ñîñòà�

âèò l = L− S cosϕ = (c− v cosϕ)T , à ÷àñòîòà:

f =
c

l
=

c

(c− v cosϕ)T
=

f0
1− (v/c) cosϕ

. (1)

1. Åñëè ðàêåòà ëåòèò ïðÿìî íà äàò÷èê, òî ϕ = 0:

fmax =
f0

1− v/c
,

è ÷àñòîòà çâóêà ïîâûøàåòñÿ.

2. Ïðè ïðîèçâîëüíîì óãëå ϕ:

f =
f0

1− (v/c) cosϕ
.

×àñòîòà f > f0, åñëè ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ðàêåòû íà íàïðàâëåíèå íà äàò÷èê

ïîëîæèòåëüíàÿ (cosϕ > 0), è f < f0 â îáðàòíîì ñëó÷àå. Åñëè óãîë ϕ = π/2,

òî f = f0.

3. Ñóùåñòâóþò äâà ïðèíöèïèàëüíûõ ïîëîæåíèÿ äàò÷èêà: âíóòðè êðóãà, îïè�

ñûâàåìîãî ðàêåòîé, è ñíàðóæè íåãî

1

. �àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà äàò÷èê

íàõîäèòñÿ ñíàðóæè.

Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè, èç êîòîðûõ îò ðàêåòû ïðèõîäÿò ìàêñèìàëüíàÿ è

ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòû, ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè (M1 èM2 ñîîòâåòñòâåííî) îòðåçêîâ

êàñàíèÿ èç ïîëîæåíèÿ äàò÷èêà A ê òðàåêòîðèè ðàêåòû (ðèñ. 28). À òàê êàê

â ñèëó ñèììåòðèè AM1 = AM2, òî çàäåðæêè ìåæäó èñïóñêàíèåì è ïðè¼ìîì

çâóêà äëÿ òî÷åê M1 è M2 îäèíàêîâû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè M1 è M2 äåëÿò

äëèíó îêðóæíîñòè â òîì æå îòíîøåíèè, ÷òî è òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà

íà ãðà�èêå ÷àñòîòû äåëÿò ïåðèîä ñèãíàëà. Ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà fout
max =

= fmax.

1

Âîîáùå ãîâîðÿ, äàò÷èê ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà òðàåêòîðèè îêðóæíîñòè, íî â ýòîì ñëó÷àå

â ìîìåíò ïðîëåòàíèÿ ðàêåòû íàä äàò÷èêîì äîëæåí íàáëþäàòüñÿ ðåçêèé ñêà÷îê ÷àñòîòû,

÷åãî íåò íà ãðà�èêàõ.
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PSfrag repla
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M1

M2

O α A

�èñ. 28
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ements

N1

N2

O

ϕ

β B

r

�èñ. 29

Åñëè äàò÷èê íàõîäèòñÿ âíóòðè òðàåêòîðèè (ðèñ. 29), òî óãîë ϕ ìåæäó ñêî�

ðîñòüþ ðàêåòû è íàïðàâëåíèåì íà äàò÷èê óæå íå ñìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ

0 è π êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. ×òîáû íàéòè åãî íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå

çíà÷åíèÿ, ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê OBN1. Â í¼ì ON1 = r � ðàäèóñ òðàåêòî�

ðèè, OB = b � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà òðàåêòîðèè äî äàò÷èêà, ∠ON1B = θ =
= π/2−ϕ, ∠OBN1 = γ. Çàìåòèì, ÷òî óãîë θ ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè òî÷êè N1

ÿâëÿåòñÿ îñòðûì, è ïî òåîðåìå ñèíóñîâ åãî ñèíóñ ðàâåí:

sin θ =
b

r
sin γ.

Òàê êàê b < r, òî sin θ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, êîãäà sin γ = 1, òî

åñòü γ = π/2. À ïîñêîëüêó | cosϕ| = | sin θ|, òî cosϕ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è

íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ N1 è N2 � êîíöàõ õîðäû ñ öåíòðîì â B.

Îïÿòü-òàêè â ñèëó ñèììåòðèè è ðàâåíñòâà BN1 = BN2, òî÷êè N1 è N2

äåëÿò äëèíó îêðóæíîñòè â òîì æå îòíîøåíèè, ÷òî è òî÷êè ìàêñèìóìà è ìè�

íèìóìà íà ãðà�èêå ÷àñòîòû äåëÿò ïåðèîä ñèãíàëà.

Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà:

f in
max =

f0

1− v

c
cosϕ

=
f0

1− v

c

b

r

< fmax.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ãðà�èêó è çàìåòèì, ÷òî äëÿ îáîèõ äàò÷èêîâ âðåìÿ îò

ìàêñèìóìà äî ìèíèìóìà ÷àñòîòû ðàâíû: t1 = t2 = T/4 = 6 ñ, ãäå T = 24 ñ �

ïåðèîä ñèãíàëà (ïåðèîä âðàùåíèÿ ðàêåòû). Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ

2α = 2β = π/2. À òàê êàê ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà äëÿ äàò÷èêà 1

áîëüøå ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû äëÿ äàò÷èêà 2, òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî, êîãäà

äàò÷èê 1 íàõîäèòñÿ ñíàðóæè òðàåêòîðèè, à äàò÷èê 2 � âíóòðè.

�àññìîòðèì ãðà�èê 1:

fout
max =

f0
1− v/c

= 1,32 ê�ö, fout
min =

f0
1 + v/c

= 0,88 ê�ö,

îòêóäà íàéä¼ì ÷àñòîòó f0 = 1,056 ê�ö è ñêîðîñòü ðàêåòû v = c/5 = 66 ì/ñ.
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Çíàÿ ïåðèîä T = 24 ñ è ñêîðîñòü ðàêåòû v, îïðåäåëèì ðàäèóñ å¼ òðàåêòî�

ðèè:

r =
vT

2π
= 252 ì.

Òåïåðü ìîæíî íàéòè ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà òðàåêòîðèè äî äàò÷èêîâ:

a =
r

cosα
=

√
2r = 357 ì, b = r cosβ = r/

√
2 = 178 ì.

Îñòàëîñü íàéòè óãîë ψ ìåæäó OA è OB, êîòîðûé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

ìåæäó ìàêñèìóìàìè ãðà�èêîâ îáðàçóåòñÿ �àçîâûé ñäâèã τ = T/3 = 8 ñ.

Îäíàêî, íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî òàê êàê a 6= b, òî â ýòîò ñäâèã âõîäèò ðàçíèöà

âî âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà îò ðàêåòû äî äàò÷èêîâ. Òàêèì îáðàçîì:

ψ =
τ

T
+
AM1

c
− BN1

c
=

2π

3
+

2−
√
2

10
= 2,15 ðàä.

Îòìåòèì, ÷òî âêëàä îò ðàçíèöû çàäåðæåê ñèãíàëîâ ñîñòàâëÿåò îêîëî 3%,

÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ

âðåì¼í ïî ãðà�èêó.

Îêîí÷àòåëüíî íàéä¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó äàò÷èêàìè ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

L =
√

a2 + b2 − 2ab cosψ = 478 ì.
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