
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.5. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíî 2n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõïîëîæèòåëüíà. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ðàññìîòðèì îáå ãðóïïû èç
n ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë, â êîòîðûõ ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êðàé-íèì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóììà ÷èñåëâ êàæäîé èç äâóõ òàêèõ ãðóïï ïîëîæèòåëüíà. (À. �ðèáàëêî)�åøåíèå. Îáîçíà÷èì äàííûå ÷èñëà â ïîðÿäêå îáõîäà ïî ÷à-ñîâîé ñòðåëêå ÷åðåç a1, a2, . . . , a2n; îáîçíà÷èì ÷åðåç S > 0 ñóì-ìó âñåõ ÷èñåë, è ïîëîæèì Si = ai + ai+1 + . . . + ai+n−1 (âñåèíäåêñû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ 2n, òàê ÷òî a2n+i = ai è
S2n+i = Si). Òîãäà íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì i îáåñóììû Si è Si+1−n ïîëîæèòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî Si + Sn+i =
= S > 0, òàê ÷òî ñðåäè ÷èñåë Si åñòü ïîëîæèòåëüíûå.Åñëè âñå ñóììû Si ïîëîæèòåëüíû, òî ëþáîé èíäåêñ i ïîä-õîäèò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ òàêîé èíäåêñ i, ÷òî Si > 0,à Si+1 6 0. Òîãäà Si+1−n = S − Si+1 > 0, è èíäåêñ i�èñêîìûé.9.6. Ïåòÿ è Âàñÿ ïðèäóìàëè äåñÿòü êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ. ÇàòåìÂàñÿ ïî î÷åðåäè íàçûâàë ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñ-ëà (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî), à Ïåòÿ êàæäîå íàçâàííîå ÷èñëî ïîä-ñòàâëÿë â îäèí èç òð¼õ÷ëåíîâ ïî ñâîåìó âûáîðó è çàïèñûâàë ïî-ëó÷åííûå çíà÷åíèÿ íà äîñêó ñëåâà íàïðàâî. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñ-ëà, çàïèñàííûå íà äîñêå, îáðàçóþò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ(èìåííî â ýòîì ïîðÿäêå). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåëÂàñÿ ìîã íàçâàòü? (À. �îëîâàíîâ)Îòâåò. 20 ÷èñåë.�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäûé òð¼õ÷ëåí P (x) Ïåòÿ ìîãïîäñòàâèòü íå áîëåå äâóõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü n-é ÷ëåíïîëó÷èâøåéñÿ àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâåí an + b, à n-åèç Âàñèíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíî k + n. Òîãäà Ïåòÿìîã ïîäñòàâèòü ýòî ÷èñëî â P (x), åñëè P (k + n) = an + b, àýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî n èìååò íå áîëåå äâóõêîðíåé. 3



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÏîýòîìó âñåãî ÷èñåë íå ìîãëî áûòü áîëüøå 20. Îñòàëîñü ïî-êàçàòü, ÷òî 20 ÷èñåë ìîãëè ïîëó÷èòüñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, áû-ëè âûáðàíû òð¼õ÷ëåíû Pk(x) = (x − (2k − 1))(x − 2k) + x ïðè
k = 1, 2, . . . , 10, è Âàñÿ íàçûâàë ÷èñëà 1, 2, . . . , 20. Òàê êàê
Pk(2k − 1) = 2k − 1 è Pk(2k) = 2k, òî ó Ïåòè ìîãëè ïîëó÷àòüñÿïîñëåäîâàòåëüíî ÷èñëà 1, 2, . . . , 20.9.7. Íà ñòîðîíàõ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âíå íåãî ïî-ñòðîåíû êâàäðàòû CAKL è CBMN . Ïðÿìàÿ CN ïåðåñåêàåòîòðåçîê AK â òî÷êå X, à ïðÿìàÿ CL ïåðåñåêàåò îòðåçîê BMâ òî÷êå Y . Òî÷êà P , ëåæàùàÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, ÿâ-ëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðå-óãîëüíèêîâ KXN è LYM . Òî÷êà S � ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Äî-êàæèòå, ÷òî ∠ACS = ∠BCP . (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü Q� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ KL è
MN (ñì. ðèñ. 1). Ïîñêîëüêó ∠QLC = ∠NMY = 90◦, ÷åòû-ð¼õóãîëüíèê QLYM � âïèñàííûé. Àíàëîãè÷íî, ÷åòûð¼õóãîëü-íèê QNXK � âïèñàííûé. Òåì ñàìûì, Q� âòîðàÿ òî÷êà ïåðå-ñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíè-êîâ KXN è LYM ñîîòâåòñòâåííî.
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�èñ. 1Äîêàæåì, ÷òî C ëåæèò íà ïðÿìîé PQ. Ïðÿìîóãîëüíûå òðå-4



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüóãîëüíèêè CAX è CBY ïîäîáíû, òàê êàê ∠XCA = 90◦ −
−∠ACB = ∠Y CB. Îòñþäà XC ·CB = Y C ·CA èëè XC ·CN =
= Y C · CL, òî åñòü ñòåïåíè òî÷êè C îòíîñèòåëüíî îêðóæíî-ñòåé ω1 è ω2 ðàâíû, çíà÷èò, C ëåæèò íà èõ ðàäèêàëüíîé îñè PQ.(×òîáû äîêàçàòü ýòî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðàäèêàëüíûõ îñåé, äî-ñòàòî÷íî îòëîæèòü íà ïðÿìîé CP çà òî÷êó C îòðåçîê CQ′ òà-êîé, ÷òî CQ′ · CP = XC · CN = Y C · CL. Èç ðàâåíñòâ ïðîèç-âåäåíèé âûòåêàåò, ÷òî Q′ ëåæèò íà êàæäîé èç îêðóæíîñòåé ω1è ω2, òî åñòü Q′ = Q.)Ïðîäëèâ ìåäèàíó CS íà å¼ äëèíó, äîñòðîèì òðåóãîëü-íèê ABC äî ïàðàëëåëîãðàììà ACBD. Òàê êàê ∠CAD = 180◦−
− ∠ACB = ∠LCN , CA = CL è AD = CB = CN , òðåóãîëüíè-êè CAD è LCN ðàâíû. Îòñþäà ∠ACS = ∠ACD = ∠CLN . Òàêêàê ÷åòûð¼õóãîëüíèê QLCN âïèñàííûé (∠QLC = ∠QNC =
= 90◦), òî ∠CLN = ∠CQN = ∠PCB (ïîñêîëüêó BC ‖ MN).Èòàê, ∠ACS = ∠CLN = ∠PCB, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè PACè PCB ïîäîáíû; òàê ÷òî P �öåíòð ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïå-ðåâîäÿùåé êâàäðàò AKLC â êâàäðàò CNMB.9.8. Èç êëåò÷àòîãî êâàäðàòà 55×55 âûðåçàëè ïî ãðàíèöàì êëåòîê 400òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ (ïîâ¼ðíóòûõ êàê óãîäíî) è åù¼500 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâå âûðåçàííûå �èãóðûèìåþò îáùèé îòðåçîê ãðàíèöû. (Ñ. Áåðëîâ)�èñ. 2�åøåíèå. Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîáàâèìê êàæäîé �èãóðå òàêóþ êà¼ìêó, êàê ïîêàçà-íî íà ðèñ. 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûðåçàííûå�èãóðû íå èìåþò îáùèõ ñòîðîí. Òîãäà �èãó-ðû ñ äîáàâëåííûìè êà¼ìêàìè íå íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà.Äåéñòâèòåëüíî, êà¼ìêà �èãóðêè F ñîñòîèò ðîâíî èç òåõ òî÷åê,ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî F íå áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå äî ëþ-áîé êëåòêè, íå èìåþùåé îáùèõ ñòîðîí ñ F . Çíà÷èò, åñëè òî÷êà Xëåæèò â êà¼ìêàõ äâóõ �èãóðîê (íå èìåþùèõ îáùèõ ñòîðîí), òîðàññòîÿíèå îò X äî ïåðâîé �èãóðêè íå áîëüøå, ÷åì äî âòîðîé, èîäíîâðåìåííî íå ìåíüøå, ÷åì äî âòîðîé. Òîãäà ýòè ðàññòîÿíèÿðàâíû, òî åñòü X ëåæèò íà ãðàíèöàõ îáåèõ êà¼ìîê. 5



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÒàêèì îáðàçîì, �èãóðû ñ êà¼ìêàìè íå äîëæíû ïåðåêðû-âàòüñÿ. Äàëåå, ïëîùàäü ¾óãîëêà¿ ñ êà¼ìêîé ðàâíà 11
2 , à ïëî-ùàäü êëåòêè ñ êà¼ìêîé ðàâíà 2. Òàê êàê âûðåçàíî 400 ¾óãîë-êîâ¿ è 500 êëåòîê, òî ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ýòèõ �èãóð ñ êà¼ìêà-ìè ñîñòàâèò 2200 + 1000 = 3200. Íî âñå ýòè �èãóðû ñ êà¼ìêàìèëåæàò â êâàäðàòå 56 × 56 ñ òåì æå öåíòðîì, ÷òî è èñõîäíûé.Ïëîùàäü ýòîãî êâàäðàòà ðàâíà 3136 < 3200: çíà÷èò, êà¼ìêè íåìîãóò íå íàêëàäûâàòüñÿ. �èñ. 3Âòîðîå ðåøåíèå. Îïÿòü æå ïðåäïîëîæèì, ÷òî�èãóðû íå èìåþò îáùèõ ñòîðîí. �àññìîòðèì êâàä-ðàò äî âûðåçàíèÿ, íàðèñóåì âñå ñòîðîíû êëåòî÷åêâûðåçàííûõ �èãóð, è ê êàæäîìó ¾óãîëêó¿ äîáàâèìäâå ïîëîâèíêè ñòîðîí êëåòîê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.Çàìåòèì, ÷òî ñòîðîíà êëåòêè, ïîëîâèíà êîòîðîé äîáàâëåíà, íåìîæåò ïðèíàäëåæàòü íèêàêîé äðóãîé �èãóðå. Îòñþäà ëåãêî âè-äåòü, ÷òî íèêàêèå íàðèñîâàííûå îòðåçêè íå íàêëàäûâàþòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ¾óãîëêà¿ ìû íàðèñîâàëè îòðåç-êè ñóììàðíîé äëèíû 11, à äëÿ êëåòêè � ñóììàðíîé äëèíû 4.Çíà÷èò, ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ íàðèñîâàííûõ îòðåçêîâ ðàâíà

4400+2000 = 6400. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå ýòè îòðåçêè ëåæàò íà56 ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêàõ äëèíû 56 (âûñòóïàþùèõ çà êâàä-ðàò íà 1
2 â îáå ñòîðîíû) è 56 àíàëîãè÷íûõ âåðòèêàëüíûõ îòðåç-êàõ; çíà÷èò, èõ ñóììàðíàÿ äëèíà íå áîëüøå 2·562 = 6272 < 6400.Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå 1. Îöåíêó èç âòîðîãî ðåøåíèÿ ìîæíî íåìíîãîóòî÷íèòü, çàìåòèâ, ÷òî çà ëåâóþ ñòîðîíó êâàäðàòà îòðåçîê ìî-æåò âûñòóïàòü íå ÷àùå, ÷åì â êàæäîé òðåòüåé ãîðèçîíòàëè; òîæå âåðíî è äëÿ äðóãèõ ñòîðîí.Çàìå÷àíèå 2. Ïîäîáíàÿ îöåíêà áëèçêà ê òî÷íîé äëÿ ëþ-áîãî êâàäðàòà. Äåéñòâèòåëüíî, íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ìîæíîðàçìåñòèòü ¾óãîëêè¿ è êëåòêè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4; â ëþ-áîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì êâàäðàòå êîëè÷åñòâà ïîïàâøèõ â íåãî¾óãîëêîâ¿ è êëåòîê áóäóò îòíîñèòüñÿ ïðèìåðíî êàê 4 : 5. Ïðèýòîì âñÿ ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà êà¼ìêè èç ïåðâîãî ðåøåíèÿ,6



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü
�èñ. 4à âñå ñòîðîíû êëåòîê ðàçáèâàþòñÿ íà îòðåçêè èç âòîðîãî ðåøå-íèÿ.
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