
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü10 êëàññ10.1. Äàíû ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c. Äîêàæèòå, ÷òîõîòÿ áû äâà èç óðàâíåíèé (x− a)(x− b) = x− c, (x− b)(x− c) =
= x− a, (x− c)(x− a) = x− b èìåþò ðåøåíèå. (È. Áîãäàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì f1(x) = (x−b)(x−c)−(x−a),
f2(x) = (x− c)(x− a)− (x− b) è f3(x) = (x− a)(x− b)− (x− c).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî, òî åñòü ìàêñè-ìóì ó îäíîé èç ýòèõ �óíêöèé åñòü êîðåíü. Çíà÷èò, äâå èç íèõ�ñêàæåì, f1 è f2 �êîðíåé íå èìåþò. Ïîñêîëüêó ñòàðøèå êîý�-�èöèåíòû ýòèõ êâàäðàòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëîæèòåëüíû, ïîëó-÷àåì, ÷òî f1(x) > 0 è f2(x) > 0 ïðè âñåõ x. Îäíàêî ìíîãî÷ëåí

f1(x) + f2(x) = (x− c)(x− b+ x− a)− (x− a+ x− b) =

= (2x− a− b)(x− c− 1)èìååò, íàïðèìåð, êîðåíü x0 = c + 1; çíà÷èò, íåâåðíî, ÷òî
f1(x0) > 0 è f2(x0) > 0. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè a < b < c.�àññìîòðèì ãðà�èêè �óíêöèé fbc(x) = (x− b)(x − c) è fa(x) =
= x− a. Ïðè x = a òî÷êà ïåðâîãî ãðà�èêà âûøå òî÷êè âòîðîãî:
fbc(a) = (a − b)(a − c) > 0 = fa(a), à ïðè x = b�íèæå: fbc(b) =
= 0 < b − a = fa(b). Çíà÷èò, óðàâíåíèå fbc(x) = fa(x) èìååòêîðåíü íà îòðåçêå [a, b] (ñì. ðèñ. 4).
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fb�èñ. 4 �èñ. 5Àíàëîãè÷íî, åñëè ðàññìîòðåòü ãðà�èêè �óíêöèé fac(x) =
= (x − a)(x − c) è fb(x) = x− b, òî ïîëó÷èì, ÷òî fac(a) > fb(a)è fac(b) < fb(b), òàê ÷òî óðàâíåíèå fac(x) = fb(x) òàêæå èìååòêîðåíü íà îòðåçêå [a, b] (ñì. ðèñ. 2).Òðåòüå ðåøåíèå. Êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, ïðåäïîëîæèì,7



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ÷òî f1(x) è f2(x) íå èìåþò êîðíåé. Òîãäà èõ äèñêðèìèíàíòû îò-ðèöàòåëüíû, òî åñòü (b+c+1)2 < 4(bc+a) è (c+a+1)2 < 4(ca+ b).Ýòè íåðàâåíñòâà ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå (b− c− 1)2 < 4a− 4b è
(c− a+ 1)2 < 4b− 4a. Çíà÷èò, îáà ÷èñëà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëî-æèòåëüíû; îäíàêî èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Ïðîòèâîðå÷èå.10.2. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè n òî÷åê, ðàçáèâàþùèå å¼ íà n äóã.Îêðóæíîñòü ïîâåðíóëè âîêðóã öåíòðà íà óãîë 2πk/n (ïðè íåêî-òîðîì íàòóðàëüíîì k), â ðåçóëüòàòå ÷åãî îòìå÷åííûå òî÷êè ïå-ðåøëè â n íîâûõ òî÷åê, ðàçáèâàþùèõ îêðóæíîñòü íà n íîâûõäóã. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ íîâàÿ äóãà, êîòîðàÿ öåëèêîì ëå-æèò â îäíîé èç ñòàðûõ äóã. (Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîíöû äóãè åé ïðè-íàäëåæàò.) (È. Ìèòðî�àíîâ)�åøåíèå. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðà-âåí 1, à ïîâîðîò ïðîèñõîäèë ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Åñëè äâå íîâûõòî÷êè ëåæàò íà îäíîé ñòàðîé äóãå, òî íîâàÿ äóãà ìåæäó íèìè �òðåáóåìàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ íîâûõ òî÷åê íåò. Òàê êàêåñòü n ñòàðûõ äóã è n íîâûõ òî÷åê, ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó-÷àå, êîãäà íà êàæäîé ñòàðîé äóãå ëåæèò ðîâíî ïî îäíîé íîâîéòî÷êå (ïðè÷¼ì ýòè òî÷êè íå ñîâïàäàþò ñ êîíöàìè ñòàðûõ äóã).Çàíóìåðóåì ñòàðûå òî÷êè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå A1, A2, . . . , An;ïóñòü ïðè ïîâîðîòå òî÷êà Ai ïåðåõîäèò â íîâóþ òî÷êó Bi (ìûñ÷èòàåì íóìåðàöèþ öèêëè÷åñêîé, òî åñòü An+i = Ai è Bn+i =
= Bi). Ïóñòü òî÷êà B1 ëåæèò íà äóãå AjAj+1; òàê êàê íà êàæ-äîé ñòàðîé äóãå ðîâíî ïî îäíîé íîâîé òî÷êå, ñîñåäíèå òî÷êè ïî-ïàäàëè íà ñîñåäíèå äóãè. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì i òî÷êà Biëåæèò íà äóãå Aj+i−1Aj+i.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j 6 k. Çàìåòèì, ÷òî âñå äóãè âèäà
AiAi+1 . . . Ai+j ïîêðûâàþò îêðóæíîñòü ðîâíî â j ñëî¼â; çíà-÷èò, ñóììà èõ äëèí ðàâíà 2πj 6 2πk. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëè-íà äóãè AiAi+1 . . . Ai+j ñòðîãî áîëüøå äëèíû äóãè AiBi, êîòî-ðàÿ ðàâíà 2πk/n; çíà÷èò, ñóììà èõ äëèí ñòðîãî áîëüøå, ÷åì
n · 2πk/n = 2πk; ïðîòèâîðå÷èå.Àíàëîãè÷íî, åñëè j > k, òî ñóììà äëèí âñåõ äóã âèäà
AiAi+1 . . . Ai+j−1 ðàâíà 2π(j − 1) > 2πk; ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà8



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ñóììà äëèí äóã âèäà AiBi, êîòîðàÿ ðàâ-íà 2πk. Îïÿòü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.10.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ kïðîñòûõ ÷èñåë, óìåíüøåííîå íà 1, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþíàòóðàëüíîãî ÷èñëà (áîëüøåé, ÷åì ïåðâàÿ). (Â. Ñåíäåðîâ)Îòâåò. k = 1.�åøåíèå. Ïóñòü n > 2, è 2 = p1 < . . . < pk �ïåðâûå kïðîñòûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
p1p2 . . . pk = an + 1. (∗)Åñëè a = 1, òî an + 1 = 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, k = 1.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a > 1; òîãäà k > 1. ×èñëî a íå÷¼ò-íî, ïîýòîìó ó íåãî ñóùåñòâóåò íå÷¼òíûé ïðîñòîé äåëèòåëü q. Òî-ãäà q > pk, èíà÷å ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (∗) äåëèëàñü áû íà q,÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó è a > pk.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n�ïðîñòîå÷èñëî (åñëè n = st, òî ìîæíî çàìåíèòü n íà t, à a�íà as). Çà-ìåòèì, ÷òî n > 2, ïîñêîëüêó a2+1 íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 3 = p2.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî n > pk. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì

n = pi ïðè íåêîòîðîì 1 < i 6 k. Òîãäà api + 1
... pi; ñ äðóãîéñòîðîíû, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà api − a

... pi. Çíà÷èò, ÷èñëî
a+ 1 = (api + 1) − (api − a) òàêæå äåëèòñÿ íà pi. Çàìåòèì, ÷òî
1 + api = (1 + a)(1− a+ . . . + api−1), ãäå a+ 1

... pi è
1− a+ . . . + api−1 ≡ 1 + 1 + . . . + 1 = pi ≡ 0 (mod pi).Çíà÷èò, ÷èñëî 1+api äåëèòñÿ íà p2i , ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèþ.Èòàê, a > pk è n > pk, îòêóäà an +1 > p

pk
k

> p1p2 . . . pk, ÷òîïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (∗).10.4. Âíóòðè âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD îòìå÷åíû òàêèåòî÷êè P è Q, ÷òî ∠PDC + ∠PCB = ∠PAB + ∠PBC =
= ∠QCD + ∠QDA = ∠QBA + ∠QAD = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òîïðÿìàÿ PQ îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìûìè AD è BC.(À. Ïàñòîð)�åøåíèå. Îáîçíà÷èì îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî ÷åòû-ð¼õóãîëüíèêà ABCD è òðåóãîëüíèêîâ ABP , CDP , ABQ, CDQ÷åðåç Ω, ω1, ω2, ω3, ω4 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 6).Ïóñòü X �ïðîåêöèÿ P íà BC; îáîçíà÷èì ïðÿìóþ PX ÷å-9



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
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�èñ. 6ðåç ℓ1. Òîãäà ∠BPX = 90◦ − ∠PBC = ∠PAB; çíà÷èò, ïðÿ-ìàÿ ℓ1 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω1. Àíàëîãè÷íî, ℓ1 êàñàåòñÿ îêðóæ-íîñòè ω2; èòàê, ïðÿìàÿ ℓ1 è îêðóæíîñòè ω1, ω2 êàñàþòñÿ â òî÷-êå P . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìàÿ ℓ2, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Qè ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AD, è îêðóæíîñòè ω3 è ω4 êàñàþòñÿ â òî÷-êå Q.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â íåêî-òîðîé òî÷êå R. Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ RP ñîâïàäàåò ñ ℓ1. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç P1 è P2 âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé RP ñ ω1è ω2 (òàêèì îáðàçîì, P1 = P , åñëè RP êàñàåòñÿ ω1; àíàëîãè÷íîäëÿ P2). Òîãäà RP · RP1 = RA · RB = RD · RC = RP · RP2, òîåñòü P1 = P2. Òàê êàê P � åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷êà ω1 è ω2,òî P1 = P2 = P . Çíà÷èò, RP ñîâïàäàåò ñ ℓ1, ò.å. RP 2 = RA ·RB.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî RQ ñîâïàäàåò ñ ℓ2, è
RQ2 = RA · RB. Ñëåäîâàòåëüíî, RP 2 = RA · RB = RQ2, òîåñòü òðåóãîëüíèê PQR � ðàâíîáåäðåííûé è åãî îñíîâàíèå PQîáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìûìè QR è PR, à çíà÷èò � è ñ ïåð-ïåíäèêóëÿðíûìè èì ïðÿìûìè AD è BC.Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñòîðîíû AB è CDïàðàëëåëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåò-ñÿ ðàâíîáîêîé òðàïåöèåé èëè ïðÿìîóãîëüíèêîì. Ýòîò ÷åòûð¼õ-óãîëüíèê è âñå ðàññìàòðèâàåìûå îêðóæíîñòè ñèììåòðè÷íû îò-íîñèòåëüíî îáùåãî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AB è CD.10



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÑëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P è Q ëåæàò íà ýòîé ïðÿìîé, à îíà, î÷å-âèäíî, îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìûìè AD è BC.Çàìå÷àíèå. Â äàííîé êîíñòðóêöèè R� îáùèé ðàäèêàëü-íûé öåíòð (òî åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïîïàðíûõ ðàäèêàëüíûõîñåé) îêðóæíîñòåé Ω, ω1, ω2, ω3 è ω4.

11


