
Заключительный этап, 2010–2011 учебный год. Второй день

11 класс
11.5. Даны два различных кубических многочлена F (x) и G(x) с

единичными старшими коэффициентами. Выписали все корни
уравнений F (x) = 0, G(x) = 0, F (x) = G(x). Оказалось, что вы-
писаны 8 различных чисел. Докажите, что наибольшее и наи-
меньшее из них не могут одновременно являться корнями мно-
гочлена F (x). (И. Богданов)

11.6. На столе лежит куча из более, чем n2 камней. Петя и Вася
по очереди берут камни из кучи, первым берёт Петя. За один
ход можно брать любое простое число камней, меньшее n, ли-
бо любое кратное n число камней, либо один камень. Докажите,
что Петя может действовать так, чтобы взять последний камень
независимо от действий Васи. (С. Берлов)

11.7. Для натурального a обозначим через P (a) наибольший простой
делитель числа a2 + 1. Докажите, что существует бесконечно
много троек различных натуральных чисел a, b, c таких, что
P (a) = P (b) = P (c). (А. Голованов)

11.8. Дан неравнобедренный треугольник ABC. Пусть N — середина
дуги BAC его описанной окружности, а M — середина сторо-
ны BC. Обозначим через I1 и I2 центры вписанных окружно-
стей треугольников ABM и ACM соответственно. Докажите,
что точки I1, I2, A, N лежат на одной окружности.

(М. Кунгожин)
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Решения задач

9 класс
9.5. Ответ. Могло.

Пусть в нашем наборе a, b и c чисел, дающих соответственно
остатки 0, 1 и 2 при делении на 3. Тогда условие переписывается

в виде
a(a − 1)

2 +bc =
b(b − 1)

2 +ac =
c(c − 1)

2 +ab, a+b+c = 2011.

Несложно видеть, что этим условиям удовлетворяет, например,
набор чисел a = c = 670, b = 671, ибо 671 · 670

2 +6702 = 670 · 669
2 +

+ 670 + 6702 = 670 · 669
2 + 670 · 671.

Замечание. В качестве примера можно привести, напри-
мер, числа от 1 до 2011.

Нетрудно и полностью решить приведённую систему. Пер-
вое уравнение переписывается в виде (a − b)(a + b − 1 − 2c) = 0
или, с учётом равенства a + b + c = 2011, (a − b)(2010 − 3c) = 0.
Итак, либо a = b, либо c = 670. С учётом других аналогичных
равенств получаем, что все решения имеют вид (670, 670, 671),
(670, 671, 670) и (671, 670, 670).

9.6. Ответ. 14
5 .

Первое решение. Будем рядом с каждой парой писать
какой-нибудь квадратный трёхчлен, корнями которого являют-
ся числа этой пары. Пусть в некоторый момент у мальчиков за-
писаны трёхчлены p(x) и q(x). Тогда они решали уравнение ви-
да αp(x) = βq(x), где α, β — какие-то ненулевые числа. Значит,
полученные числа — корни трёхчлена αp(x)−βq(x). Если теперь
один из мальчиков заменяет свои числа на эти корни, то можно
считать, что рядом с ними будет записан трёхчлен αp(x)−βq(x).

Обозначим исходные два трёхчлена p0(x) = (x − 1)(x − 2) и
q0(x) = (x − 3)(x − 4). Из сказанного выше теперь следует, что
на каждом шаге у каждого мальчика написан трёхчлен вида
αp0(x) + βq0(x).

Итак, если на Петином листке написано число 5, то у него
записан трёхчлен a(x−5)(x−x2) = α(x−1)(x−2)+β(x−3)(x−4).
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